纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 第 88 E 


数论 方法 在 统计 中 的 应 用 


BRR £ 元 X 


A 4 α ΚΕΚ ë 


( 京 ) WEF 092 = 


内 ΒΞ m Π 


本 书 描 述 了 一 系列 应 用 统计 问题 , 这 些 问题 都 可 以 用 数论 方法 来 解 
Hl. 了 南 述 了 计算 各 种 统计 分 布 的 概率 与 矩 的 教 值 方法 ,均匀 ipd. 
PAT SNTO SS Hi S XE 3 HJ RRL TER RMMBRRADRA 
fA. @ H T — s 3 k Vr £ # 2 Ë yú P fh Ix AAMgMIÓk.S RBH 
5 OB Ες. REGE. 统计 推断 的 一 些 新 方法 , 附录 中 给 出 维 数 18 之 内 
glp 4 i 8 E k KE, ΠΕ, É — W 3 iee HL BD ΠΕ BJ. 

本 书 英文 版 由 英国 Chapman and Hall 出 版 . 

ἘΠΕ ΚΕΚ ΒΕ. 研究 生 , ΑΙ UE. 也 可 拱 科 赋 工 作者 、， 
应 用 统计 工作 者 参考 . 


Number-theoretic Methods in Statistics 
Chapman and Hall, 1994 


纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 第 33 9 
数论 方法 在 统计 中 的 应 用 
πᾶ. E * 


πα EE # A 
LENSES ik MR 
tArm 16 Β 
μι 100717 
σα ΓΣΠ jati 
RWI ROR SP E Kh #e 4 


* 


Inm 


19065 Lae — dk — GcRBOxXil68 1/32 
1996 1 月 第 一 次 印 剧 me: 10 8/8 ga 2 
ge: 1-1000 xm 273000 


ISBN 7-03-004886-5/O-822 
"Eth. 25.00 元 


序 言 


这 本 书包 含 了 作者 过 去 17 年 的 某 些 研究 工作 ， 我 们 的 工 
作 开 始 于 1976 年 ， 在 那 时 ， 第 一 位 作者 正在 研究 合金 钢 标 准 
化 问题 ， 其 中 需 计 算 很 多 5 维 正 态 分 布 的 概率 ， 因 通常 的 近 
似 计 算 多 重 积分 的 方法 都 显得 无 获 ， 于 是 他 询问 第 二 位 作者 
关于 数值 积分 的 数论 方法 问题 . 这 样 一 来 ， 他 的 问题 被 数论 
方法 加 以 解决 了 ， 数 论 方法 (NTM) 的 实质 是 在 s' 维 单位 立方 
体 上 找到 -一 个 点 集 ， 它 是 均 名 散布 的 ， 这 个 集合 可 以 用 来 代 
从 蒙特 卡 风 方法 中 的 随机 数 . 这 两 位 作者 随后 就 意识 到 这 个 
想法 还 可 以 用 于 一 些 其 他 问题 ， 例 如 ， 试 验 设计 中 的 问题 . 

1978 年 ， 中 国 导弹 研究 部 门 向 作者 闫 出 :个 试验 设计 问 
题 ， 其 中 共有 六 个 因子， 每 个 因子 至 少 要 考虑 12 ΚΕ. B 
实验 耗费 很 昂贵 ， 他 们 要 求 设 计 出 不 超过 名 个 实验 的 有 效 试 
验 设计 ， 这 就 引导 了 我 们 研究 如 何 利用 歼 论 方法 来 安排 试验 
的 问题 ,于 是 我 们 建议 了 一 个 所 谓 “ 均 匀 设 计 ” 的 试验 设计 方 
法 . 将 均 名 证 计 用 于 这 个 问题 ， 每 个 因子 有 31 个 水 平 ， 只 安 
HET 31 次 实验 即 得 到 了 满意 的 结果 ΠΕΠ, HUERTA 
中 国 的 农业 、 Ak, 手表 工业 , 自然 科学 与 军事 科学 研究 
等 得 到 普及 与 应 用 . 

1978 年 ， 另 一 个 中 国 工 业 部 门 要 求 我 们 解决 一 个 典型 的 
几何 概率 问题 ， 一 方面 很 难得 到 这 个 问题 的 解析 解 ， 另 一 方 
面 ， 如果 用 蒙特 卡 罗 方 法 进行 模拟 ， 则 精度 又 矢 佳 ， 所 以 我 们 
义 用 数论 方法 来 尝试 ， 其 结果 与 蒙特 卡 罗 方 法 得 到 的 结果 相 
比较 ， 机 器 时 间 仅 为 1/100 而 精度 却 提高 了 一 位 数字 受到 这 
Mi PASE. FTE EAL PRR SR PAAR SR 
论 在 统计 中 的 应 用 ”的 研究 小 组 ， -一些 年 轻 研 究 生 魏 刚 、 衣 克 
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Nits3k4 ik. HUDS D 3 ΤΑ, 3322328 ERIA ΙΙ πὲ 
A. ANN SERS ABP. 1991 年 ， 我 们 得 到 香 
港 政府 基金 的 资助 ， 叶 扶 德 , 朱 力行 、 吴 启 宏 博士 等 参加 了 研 
帘 并 获得 了 许多 新 的 结果 ， 

本 书 将 立 述 数论 方法 的 思想 及 其 在 统计 中 的 应 用 . 因为 我 
们 主 瞩 着 眼 于 应 用 ， 所 以 一 些 有 用 的 结果 的 证 上 明 仅 仅 放 在 本 
书 的 附录 B rh. 关于 有 关 的 数论 结果 ， 读 者 可 以 去 看 华罗庚 
与 王 元 L Hua and Wang (1981) ] 的 专著 本 书 只 假定 读者 有 
微 积 分 的 背景 及 大 学 统计 课 的 水 平 . 

我 们 在 第 一 章 中 描述 了 一 系列 应 用 统计 问题 , 它们 可 以 作 
为 “数论 在 统计 中 的 应 用 ” 的 典型 问题 背景 . 所 有 这 些 问 题 都 
可 以 用 数论 方法 来 洲 意 地 加 以 解 次 ， 此 外 ， 我 们 将 叙述 数论 
方法 的 依 义 到 在 = 维 立 方 体 , 球面 、 球 体 与 单纯 形 上 寻找 均匀 
散布 点 集 的 方法 ， 在 第 二 章 中 ， 我 们 将 兰 述 计算 各 种 统计 分 
布 的 概率 与 冠 的 数值 方法 ， 这 些 分 布 中 也 包括 信息 数据 所 要 
求 的 在 一 个 球 与 单纯 形 上 的 统计 分 布 ， 在 第 三 章 ， 我 们 介绍 
— BW TB BJ SNTO 程序 用 来 寻找 有 界 闭 区 域 上 一 个 连续 函数 
的 整体 极 大 与 极 大 值 点 . SNTO 可 以 用 来 处 理 多 峰 函 数 的 最 
优化 问题 ， 而 且 不 要 求 函 数 有 连续 币 商 , 我 们 还 将 给 出 SNTO 
在 极 大 似 然 佑 计 . 亿 然 比 统 计量 、 非 线性 回归 、 稳健 回归 等 上 
的 许多 应 用 ， 一 个 连续 多 元 分 布 常常 要 求 一 个 有 限 点 集 作 为 
它 的 代表 ， 而 这 个 集合 则 要 求 包括 分 布 较 多 的 统计 和 性质. F- 
偏差 与 均 方 差 被 用 来 作为 点 集 的 代表 性 的 度量 ,用 这 两 个 度 
量 ， 我 们 症 第 四 童 中 给 出 一 些 寻 找 许 多 著名 多 元 分 布 的 代表 
点 的 方法 ， 其 中 包括 椭 球 对 称 分 布 ， 多 元 i- 范 数 对 称 分 布 及 
多 元 Liouville 分 布 类 等 , 在 这 章 中 ,我 们 还 给 出 数论 方法 在 统 
计 模 所 问题 土 的 应 用 ， 所 以 一 些 困难 的 几何 概率 问题 可 以 用 
这 种 办 法 来 解决 . 在 第 五 章 ， 我们 介绍 均匀 设计 方法 的 思想 . 
SSA CUP RRM, HPAP RAR. ie 
后 一 章 ， 我 们 纵 出 数论 方法 与 投影 追踪 法 的 结合 ， 然 后 给 由 


Seay ie we A ee RTE, MIMS TERE, PERE 
的 稳健 估计 等 ， 一 些 结果 是 首次 在 本 书 发 表 的 ， 为 了 帮助 读 
者 了 解数 论 方法 的 理论 及 其 应 用 ， 在 本 书 附 录 中 ， 我 们 给 出 
wei 之 内 ορ 集合 的 生成 矢量 均匀 设 计 表 ， 及 一 些 理论 
结果 的 证 有 明 ， 

我 们 衷心 感 计 以 下 机 梅 ， 他 们 对 我 们 提供 了 经 费 支 持 ， 或 
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(CHI) CEEC Glorious Sun 学 者 藏 金 ， 及 美国 公共 健康 中 心 的 
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洲 数学 大 会 ， 1990 年 国际 泛 华 统计 学 会 召开 的 第 一 届 统 计 最 
ERER 1992 年 多 元 分 析 及 其 应 用 国际 会 议 上 的 邀 请 报告 中 
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的 帮助 ， 秦 字 红 女士 承担 了 中 文 版 的 排版 工作 ， 在 示 译 玫 谢 


ZG ὅ- 

AEBS BCE 

EEG RMS REAP EEL 100080 
王 s 


北京 ， 中 国 科学 院 数 学 研究 所 100080 


H 


高 (i) 
第 : 章 OB TE BR] cece een eee ee (1) 
51,1 统计 问题 .........ι.ιιοννννννοννννννννννννννννννν (1) 
111 多 元 分 布 的 概率 与 拭 的 计算 ME (2) 
142 B Kk AH (5) 
11.8 连续 分 布 的 代表 点 ee eese (8) 
Lid 试验 设计 与 均 名 设计 essen (9) 
11.5 LAB SA ....... Μννννννννννοννννννννν (10) 
LLE 其 他 rr een (11) 
$1.2 偏差 与 F- f Reese (12) 
81.3 C* 上 的 数论 网 格 (NT-net) ...................... (19) 
LBL glpfí&£ ου... eus (19) 
1.3.2 gp E£ MM estre (24) 
13.3 H- 8 & essere (25) 
VBA 其 他 r... rrr rire rrr rror rrene (29) 
$1.4 Hg) PER IEAB E eee sese (30) 
141 ο sees meme (30) 
TENE IINE (31) 
143 WERE eese I eee (32) 
14.4 HHS (MSE) .i (34) 
145 ο” (35) 
$1.5 球体 ,球面 与 单纯 有形 上 的 数论 网 格 ........-.... (36) 
1.5.1 A, ERO NT-net ............................... (42) 
15.2 B, EAP NT-net oi (43) 
1.5.3 U, 上 的 NT-net .4 (46) 


-1.5.4 V, E 8 NT-net esee (47) 


1.5.5 T, ERY NT-net isses (49) 
156 E S H PC EA NT-net ...................... (50) 
816 ECF occire crre: NEM ZA (51) 
可 (54) 
BIE ”统计 中 条 重 积分 的 近似 计算 ...........--ιονενι.. (57) 
12,1 XE F R ER AR OIE AE ..................... (57) 
21.1 BMA lesse eh (57) 
2.1.2 BRR cece eee (58) 
2.1.4 数论 方法 ποπ (59) 
$2.2 ERS RARER RRR AR esee .(68) 
52.3 # 1 ti ΠΗΡΕ ΒΥΕ E (70) 
82.4 A MP E L HJ SIB csse NENNT 
3.4.1 FERRARI isses (73) 
2.4.2 WH μμ ee màn (75) 
2.4.8 直接 法 eese ee (81) 
82.5 顺序 统计 量 的 是 ái (83) 
82.6 MORI Ty, LUDA cece ce ee ees (88) 
2.6.1 Dirichlet WE... (88) 
36.3 af yn b MO S S PR A ..................... (90) 
£2.7 dr ΠΗ αλ ΠΕ μμ” 
"E μμ -υ-ἷ- -υ-υ- - υ-- ΓΒΔ) 
第 三 章 πα αμ owe τον (97) 
$2.1 ÆRE 2 S JS 3k ................. s ΓΘ} 
$3.0 一 个 序 贯 算法 (SNTO) ............. ee (104) 
$3.8 W Kd “ἈΠ eese ......... (109) 
53.4 JER FEBRE LI (114) 
BAL 28 PEE TE EE Less eects (116) 
34.3 BREIL APE eese (119) 
3.3 在 大 区 域 上 用 RSNTO ........................ (121) 
$3.5 稳健 回归 异型 eese (123) 


` yi ` 


$3.6 SNTO 在 特定 区 域 的 翻版 ， SNTO-D ........... (126) 
537 JERE ERE Lees (127) 
83.8 AARE sse (132) 
$3.9 多 元 分 布 的 众 数 ”--- (194) 
5310 SNTO MEETER Αν νε cee eee (137) 
3.10.1 SNTO 3n # Wi ZR ZEE RS ES eene (138) 
3.10.2 SNTO 与 蒙特 卡 罗 优 化 方法 的 混合 .......... (140) 
习题 νυν ΠΠ; (140) 
bpm o cung BEAR eese (145) 
841 Ε.Β eese (145) 
$42 一 些 多 元 分 布 的 代表 点 eere (148) 
4.2.1 BR BR AL BRT RD AG .pp (148) 
422 h 范 对 称 分 布 eee ees (152) 
423 £ XE HAAS oe eee eee (152) 
$4.3 生成 U, 上 数论 网 格 的 一 个 有 效 方法 eese (158) 
$44 MSE HM ΒΒ) ........... .... (158) 
$4.5 MSE HEN] (45 π1878) ἳ-- (163) 
$4.6 球 对 称 分 布 的 MSE RR see (167) 
$4.7 代表 点 的 风 个 附注 及 其 在 积分 中 的 应 用 ......., (171) 
$4.8 {531 RPE EA eee (178) 
649 AE IL MR PARA Sese (182) 
习题 ......... a (185) 
第 五 章 ”试验 设计 和 电 算 试验 设计 esse (187) 
85.1 BIS sese He eI hane (187) 
Ον. eese ene (191) 
ο μμ μμ.” e (192) 
5.2. 设计 和 矩阵 的 等 价 性 eese (194) 
5.2.3 με ADEL esse (198) 
$5.8 Hr AE BERI essem n (198) 
$5.4 设计 均匀 性 的 度量 isses (202) 
BAL GRA .es (202) 


54.2 统计 方法 eee (208) 


85.5 HERI esee (211) 
55.1 Schell 型 设计 sse (213) 

552 均匀 设计 一 偏差 准则 oe (216) 

5.5.3 均匀 设计 一 MSE ΕΠΙ iis (219) 

$5.6 mE ER esee (222) 
习题 (229) 
AGE O 在 统计 准 斯 中 的 一 些 应 用 .ee (231) 
$6.1 HO DUAE esse -. sess (231) 
$62 均值 矢量 的 稳健 估计 cece ees (234) 
$6.8 多 元 正 态 性 检验 (D sess (259) 
664 多 元 正 态 性 检验 (ID oiccen (248) 
$65 妹 性 检验 esses eme Henne (255) 
866 HAE SER eee (261) 
661 το eee eee (261) 

6.62 Givens A μμ n eet (264) 
习题 {268) 
附录 A (270) 
附录 Bees heme me IH heme rne (281) 
参考 文献 cent tere eee neers (299) 
作者 索引 EE (315) 
和 名词 索引 BP ---- "e (319) 


* vill ° 


第 一 章 数论 方法 导 引 


$1.1. 统计 问题 


统计 在 20 世纪 有 了 巨大 的 发 展 FEAR HRI AERA 
各 门 科 学 研究 的 强 有 力 工 具 ， 当今 日 然 科 学 、 社 会 科学 、 东 业 与 
商业 中 不 断 涪 现 出 新 间 题 ， 这 些 问 题 有 下 面 的 特性 : (a) 多 元 
RE, (b) HERTE (ο) 非 线性 ，({d) 有 异常 数据 与 ke) SEX 
Js. 这 些 复 从 必需 要 我 们 发 展 更 为 强 有 力 芍 统计 方法 ， 从 而 需要 
全 来 人 铺 多 的 纯粹 数学 的 工具 与 结果 ， 近 15 年 来 ， 微 分 几何 与 群 
论 在 统计 中 存 广泛 的 应 用 并 获得 丰硕 的 成 果 ， 例 如 Efron (1975), 
Amari (1985, 1987), Eaton (1989) 与 Diaconis (1989). AS fE 47 
绍 所 谓 的 数论 方法 (NTM), 它 可 以 用 米 解 决 一 系列 统计 问题 ， 
其 中 有 些 问 题 是 人 们 长 期 以 来 试 加 用 其 他 方法 , 但 并 未 获得 满意 
解答 的 . NTM a ARGH AH 是 数论 与 近似 分 析 你 灵 的 
Pei. RI Se Ree PR, AeA SN RAR AZA. 
RUC AKA MAL PRR, JP RAT SAK 
的 问题 如 插值 法 ， 4 BURR. Korobov 
(1963), 华 罗 上 让 与 于 元 (1961, 1963, 1981) 与 Niederreiter (19788, 
1988, 1992) 给 出 了 这 一 方法 详细 的 文献 . 

尽管 NTM 与 蒙特 卡 罗 方 法 有 密切 关系 , 但 在 过 去 ， 只 有 人 少 
数 统 计 学 家 研究 数论 方法 及 其 在 统计 中 的 应 用 ，NTM 在 统计 中 
的 第 一 个 应 用 自然 是 计算 多 兢 分 布 欧 概 率 与 什 (例如 方 开 泰 与 吴 
传 义 (1979), sK 36 RE G WAR (1982). 方 开 泰 (1980) AESH 
FÆ (1981), 首先 将 ΝΤΗ 的 想法 用 于 试验 设计 ， 他们 提出 了 一 
个 新 的 设计 ， 即 均 写 设计 ， 这 或 许 是 数值 积分 之 后 ， ΝΤΜ ER 


. JT. 


计 中 的 第 一 个 应 用 . 自 此 以 后 , 均匀 设计 在 中 国 的 许多 领域 均 获 
得 了 应 用 与 成 果 ， Shaw (1988) 给 出 NTM 用 于 贝 叶 斯 (Bayes) 
统计 的 详细 讨论 ， 特 别 是 关于 后 验 分 布 的 数值 计算 . 最 近 王 元 ， 
HAS, ἘΠΕ 5 Bentler (+ 3 55 7; JP 3&. (1990a, 1990b, 1992), 
方 开 达 与 王 元 1991} RHR, HI Bentler (1990, 1992)} 
系统 地 研究 了 NTM 在 统计 中 的 应 用 . 这 一 方向 吸引 了 愈 来 您 多 
的 统计 学 家 及 从 事 应 用 统计 学 的 人 人, 他 们 的 经 验 表明 NTM 是 一 
8 META. 

读者 可 能 有 这 样 的 问题 : 什么 是 数论 方法 ? 它 是 怎样 用 于 
统计 中 的 各 种 问题 的 ? 我 们 将 在 本 节 介 绍 本 书 中 所 要 讨论 的 一 
些 统计 问题 及 解决 这 些 问题 的 主要 想法 , 并 盖 明 所 有 这 些 河 题 均 
可 以 归结 为 一 个 关键 问题 : 如 何在 s 维 单位 立方 体 C? ERK 
一 个 均匀 散布 的 点 集 ? 

注意 这 里 所 提 的 点 集 “ 均 名 散布 ” 的 大 意 是 指 该 点 集 在 Weyl 
(1916) 意义 下 的 山 差 较 小 ， 而 不 大 统计 意义 下 的 均匀 分 布 集合 . 


111 多 元 分 布 的 概率 与 矩 的 计算 


假定 s 维 随机 矢量 * 有 一 个 连续 概率 密度 函数 (Pdf) pie), 
HEERE D 上 前 概率 为 


p= f ras. ^— (111) 
通常 万 为 一 个 s HEH je M [αι, b] x --- x [as δε], 所 以 
p= [ος [rmm (1.1.2) 
这 一 积分 可 以 化 为 标准 形式 
1 
un- f. ο = f -f flen νοι) άαι -drs (1.1.3) 


此 处 fs) 为 单位 立方 体 C 上 的 连续 函数 . 如果 得 不 到 的 解 


. 3. 


本 表达 式 ， 则 我 们 通常 用 蒙特 卡 罗 方 法 中 的 样本 均值 法 去 近似 
计算 I=) ΒΒ 


ο (1.14) 


此 处 (ga) 为 Ce E3J5J4F APRS -AAEL BB νι... Mga $Ë 
WAS Gid) 并 遵从 在 Co 上 均匀 分 布 U(CO. E 
方法 的 效率 不 高 ， 即 只 有 当 很 大 有 时， 由 (1.1.4) 才能 得 到 好 的 
逼近 .第 二 章 将 指出 ， 当 TUP2) «ooo 时 ， 在 概率 意义 下 ， 蒙 特 
卡 罗 方 法 的 平均 收 敏 速度 为 O{1/v 友 ,而 在 任 休 情况 下 亦 椒 低 于 
O( /n(In(n))/m). 

为 什么 蒙特 卡 罗 方 法 的 效率 这 样 低 ? 关键 在 于 {νι} 在 C 
上 的 散布 不 是 很 均 句 的， 例如 图 1.1 (a) 表示 用 购 特 卡 罗 方 法 在 
U(C?) 中 得 到 的 一 个 大 沾 为 17 的 样本 点 图 ， 而 图 1.1 (b) 则 为 
由 NTM 得 到 的 17 个 点 的 点 图 BORAT CC? 上 的 散布 较 前 
Ay. Ban” 的 精确 定义 将 存 1.2 d$ B deu. 


1 


Us F 


(a) (b) 


图 1.1 ms ΡΗΤΗ NTM 生 感 点 集 的 位 置 


fr P = fe, e.) 为 由 NTM 得 到 的 Ce 上 均匀 散布 的 一 
个 点 集 ， 由 于 它们 比 由 随机 数 得 到 的 点 {fy} 散布 得 更 均匀 ， 所 
以 可 以 十 它们 来 代替 {1.1.4) 中 的 {yx}, 于 是 得 到 


Te Τέρι) = > ο (1.1.5) 
k=l 


第 二 音 中 , 我 们 将 证 明 夺 在 Pod (1 π)-- I| = O(n !üogn)* 1). 
这 上 比 由 蒙特 卡 罗 方 法 构造 的 {1.1.4 在 概率 意义 下 的 误差 阶 O(n 3) 
FET. 

显然 我 们 可 以 应 用 NTM 的 数值 积分 方法 来 计算 多 元 分 布 的 
ae, RH, eS SRY NMS PAK. 

用 NTM 来 近似 计算 C^ 上 多 重 积分 的 关键 问题 是 选取 一 个 
C* 上 均匀 散布 的 点 集 ， 为 此 目的 ， 数 学 家 们 建议 了 不 少 有 效 的 
NTM, #J)% Korobov (1959a, 1963), 4E P Br Ej E r (1968, 1984, 
1965), Hlawka (1962) 与 Halton (1960), 我 们 将 在 1.8 节 中 介绍 这 
些 方法 . 

概 定 随机 向 量 m dE Rt 的 一 个 区 域 D Ed DDR 
维 球面 ， 球 体 或 单纯 形 . s D 上 的 概率 与 矩 的 问题 归结 为 下 面 
形状 的 积分 的 数值 计算 问题 


V | KED) = f Fle) de, (1.1.6) 


此 处 do 表示 D 的 体积 元 素 . 例如 当 Dw ο 维 单位 球面 时 ， 则 
研究 D 上 的 分 布 是 方向 数据 分 析 的 统计 基础 (Mardia (1972), 
Watson (19831). # D 为 单纯 形 


T, = ((21,7 24): σι 2 0, 
i=l, 8, a + + m, = 1), (1.1.7) 


则 来 自 D 上 一 个 分 布 的 一 个 观察 秆 就 称 为 一 个 配方 .Aitchison 
(1986) 详尽 地 给 出 了 配方 数据 的 统计 分 析 . 

王 元 与 方 并 泰 (1990a) 建议 了 下 面 的 方法 来 近似 计算 Tf, D): 
指标 函数 法 , 变换 法 与 直接 法 , 类 似 于 蒙特 末 罗 方法 的 成败 (bit- 
miss) 法 , 我 们 可 以 发 展 所 谓 NT- 成 败 法 (84.7). 这 些 方法 的 关键 
为 找 一 个 在 C: 或 D 上 均 名 散布 点 集 . 我 们 将 在 第 二 章 与 第 四 
章 作 详细 讨论 . 


. ge 


1.1.3 ΙΗ E Wit 

最 优化 与 统计 之 问 有 着 密切 的 关联 ， 统 计 中 的 许多 问题 ， 例 
RAW. 回归 分 析 中 的 参数 估 片 ， 最 优 试 验 设 计 与 最 优 
量化 等 ， 顽 可 以 化 为 展 优 化 问题 . 

假定 DO RR 中欧 一 个 有 界 闭 区 域 ， fe) 为 卫士 的 一 个 
EAR. SPR PA α € D {8 


M = f(z') = maxen f (z). (1.1.8) 


现在 我 们 来 过 诊 统 计 书 出 现 的 : - 些 最 优化 问题 - 
(a) Be A(R Th H (MLE) 
假定 Gi. tn AOR ALBA pdi gfe.) BJ -ARA jak 
Ma COCR 其 中 日 称 为 参数 空间 Wei MLE ë % fb 


LO = ᾖ ξ οἷαι. φ; (1.1.83 
ft RAER Hn 
Lid: = max Lli. [1.1.10] 
co 


ντ πο EDU E EO E EG 
时 gr ó PPU BLOK is K. Ble, BARSE, SUE Gd 
当 西 分 布 , 这 时 é HAEG A OK. SASS ΠΕ BA dE 
ms. BE Te SED A EIER H o P MLE. 
(h) {ΡΕ Ec Se yr EE 
考虑 总 体育 pdi gad) ΠΣΕ 15 τὸ 


fe: Hii $gw. $20, (1.1.115 


BARR be HE JE 为 
| SUD ge Lidi 
SUP ge o L(g} I 


其 中 表达 式 的 分 子 与 分 母 均 涉 及 到 最 优化 问题 . 
(c) 稳健 回归 与 非 线性 则 归 
考虑 回归 模型 | 


EY = hæ, $), é$cOCH, (1.1.13) 


此 处 多 为 回归 参数 矢量 或 回归 系数 矢量 ， 疝 归 分 析 的 主要 任务 
之 一 是 由 观察 值 {Yi E; i = ΠΣ N} AK it $. "r 


IN 
Q($) = Ὁ (Y; — he, 4)». (1.1.14) 


i=l 
U EENEN sek ir 区 满足 
Q(é) = min Q($). (1.1.15) 


E hon OREM, M 多 有 解析 表达 式 ， 否 由 我 们 只 能 用 非 
线性 最 优化 数值 方法 以 求 出 最 小 二 乘 估计 $ (Ratkowsky (1983), 
Nash 5j Walker-Smith (1987)). 

近年 来 稳健 回归 SR RMS TER. (1.1.14) Ππρἑ 8 OM) 
常常 被 找 成 一 个 更 为 稳健 的 函数 


x 
Ωιίφ) = 》 |Y, — h(zi,é)|, (1.1.16) 

t=1 

或 更 一 般 的 x 
Q.) = 5 αχ’, has $). (1.1.17) 


此 处 u(z,y) > 0 为 满足 某 些 性 质 的 z. y RBA (Huber (1972), 
Hampel 等 (1986))， 由 于 在 QA) 的 表达 式 中 出 现 了 绝对 值 运 
算 ， 所 以 当 用 牛顿 型 方法 来 求 由 的 稳健 估计 多 使 


Qi ) = min Q: (8). (1.118) 


成 立时 ， 将 会 遇 到 困难 . 通常 参数 空间 日 是 R° 或 矩形 fa, b, 此 
处 e bc R^. 有 时 Oc R2, 其 中 


Ri 一 Te (1.1.19) 


在 这 种 情况 下 ,， 无 论 是 曲 的 量 小 二 乘 知 计 或 稳健 估计 都 没有 解析 
解 . 好 几 个 学 者 (Boot (1964), Watermar (1974), FAR, T: 7k dli 
ARES (1982) SA ΤΕΕ S CR ZI. (1985)) 建议 了 不 同 的 方法 来 
处 理 这 个 问题 . 

所 有 上 述 的 统计 间 题 都 是 最 优化 问题 (1.1.8) 的 特例 . 在 优 
化 理论 中 有 许多 数值 方法 可 以 用 于 这 个 问题 ， 鲍 如 牛顿 - iu Er 
Jk. ATE. BORED HE SIE ARE TIA. 对 于 这 些 方 
Me. AA 了 需要 假定 为 单 峰 ， 否 则 仪 可 得 到 一 个 局 部 极 值 ， 但 
在 统计 中 出 现 的 隔 数 往往 不 是 单 峰 和 的， 进而 言 之 ,通常 的 方法 还 
fe be f ABR ΕΤ. FE f(x) 的 表达 式 中 合 有 “max”， 
“min” 与 |2|, 则 在 有 些 点 上 微分 不 存在， 最近 诵 现 出 许多 水 求 整 
PORER AA (Horst 与 Tuy (1990). 只 一 方面 ， 在 过 去 的 20 年 
PRR EP I UG EL Zr iR B IB SA (Rubinstein (1986). 担 是 我 们 
可 以 将 NTM 用 于 最 优化 并 用 于 统计 . 这 对 于 其 他 方法 来 说 多 了 
PS FER. 

Ελ AFR RAS 命 Pa = (nsum) 为 Ῥ-[-- 
个 均匀 散布 点 柴 ， 命 


Ma = max fam) fl) o. (1.1.20) 
为 了 在 Pa 上 的 最 大 人 入， te, WORD. 中 的 一 个 点 它 使 达到 


TE P, 中 的 最 大 但 显然 省 no oo PO Af, — M, ΠΕΡΣΙ x Æ 
分 大 时 有 AZM Eom Cat. 

使 用 最 优化 中 的 NTM 有 许多 有 利之 你. 首先 只 需要 假定 函 
XX 了 是 过 续 的 而 趟 需要 假定 消 数 是 单 峰 与 可 微 的 ， 所 以 这 个 方 
ἘΞ ΒΕ ΚΠΣ ΕΘ ἃς 65 kA oe ΗΕ, ΗΚ NTM 
HEARE fuk DP. Επ, πι λος ΡΠ, SIDA 
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计算 程序 对 函数 了 本 身 的 依 束 很 轻微 . 例如 车 了 取 (1314) 中 
RUE Qe) 时 我 们 得 到 多 的 基 小 二 乘 估计 ， 同 样 的 程序 如 桌 取 
了 为 Qj) 则 可 得 下 的 稳健 情 计 ， 所 以 对 上 述 两 个 向 题 程序 的 
EPRE O@) 与 Qo) 的 表达 式 不 同 . 第 二 ， NTM Ας 
的 数值 方法 ， 它 不 依赖 于 初始 值 的 选取 . 

不 幸 的 是 ,理论 与 实际 的 结果 都 表示 M, Beak M 的 速度 
AUR. 为 了 提高 NTM 的 效率 ， 当 D 为 矩形 时 我 们 将 在 53.2 gË 
该 一 个 序 贯 算法 ， 这 一 方法 称 之 为 SNTO, 人 它 可 大 大 地 节省 计算 
E. 在 第 三 章 ， 我 们 将 给 出 SNTO 用 于 参数 的 MLE, 假设 检验 
的 亿 然 出 及 回归 参数 的 各 种 估计 与 应 用 . 

当 D PEPR, RETHA C 映射 至 D, 我 们 仍 可 用 
SNTO WSR OR IR 了 在 DEHRA M 及 对 应 点 x" 的 
近似 .由 和 矩形 上 的 SNTO 出 发 ， 我 们 将 给 出 这 一 方法 在 球面 ， 
球体 与 单纯 形 上 的 变 体 ， 在 83.5-3.8, 我 们 将 给 出 这 一 方法 的 许 
&WH. 


1.1.3 连续 分 布 的 代表 点 


用 NIM 得 到 的 C* 上 的 均匀 散布 点 集 通 常 称 为 伪 随 机 数 
.集合 或 数论 网 格 (NT 网 或 NT-net), 这 是 由 于 这 个 点 集 在 许 
多 统计 问题 中 可 以 用 来 代 者 随机 数 ， 实际 上 ， NT-net 可 以 看 作 
是 均匀 分 布 FIC?) 的 代表 点 (rep-points). 两 此 本 书 中 ， 我 们 
也 称 它们 为 UC) 的 代表 点 ， 或 更 简单 地 称 为 代表 点 . 代表 点 比 
随机 数 有 一 些 优点 . 任 给 一 个 分 布 ， 它 的 代表 点 的 定义 将 在 812 
给 出 . 

因此 ， 我 们 希望 得 到 各 种 一 元 与 密 元 统计 和 分布 的 代表 点 .、 结 
4 NTM ΠΕΝ ΕΣ RE. 我 们 能 够 生成 各 种 分 布 的 代表 点 ， 单 
位 球面 与 单位 单纯 形 上 均匀 分 布 的 代表 点 对 生成 其 他 许多 分 布 
的 代表 点 是 极端 重要 的 ， 我 们 将 在 $4.2 详细 如 以 讨论 ， 

在 文献 中 还 有 另 一 类 代表 点 ， 出 现在 信息 论 ， 案 类 分 析 与 试 
验 设计 之 中 . 命 Fiz) 为 一 个 UE EE (cdf), 不 失 一 般 性 


. 8 ， 


我 们 可 以 假定 F(z) OO EA 1. 给 定 正 整数 s. 我 们 需要 寻求 s 
个 数 zi ,zs 使 它们 能 提供 F(z) 最 多 的 信息 . 我 们 经 常用 均 
BRE 


MSE(@) = MSE(e ια) = f min(x; — z2p(z) de (1.1.21) 


来 度量 (z) HORE, WAR pir) 为 F(x) 的 pdf JK — κ 
性 ， 我 们 可 以 假定 αι <: < z,. WW 


ΑΣ) m (miss E) i LOC < zi <. < z och (1.1.22) 


假定 α’ © A(R) 使 ΜΘΕ(α") 为 MSE (m) 在 A. (R) EZ HE. 
即 
MSE(@") = min, MSE(z). (1.1.23) 


=€ 
则 我 们 称 «" 为 Ε(α) 的 大 小 为 s 的 mse- 代 表 点 . 

大 们 已 经 求 出 (0,1) LWA oa, EAs, Rayleigh 分 
布 与 Laplace 分 布 的 mse- 代表 点 值得 担 出 的 是 我 们 将 在 第 四 
章 给 出 一 个 用 ΝΤΜ 寻求 各 种 mse 代表 点 一 般 算 法 ， 该 法 有 很 
高 的 精度 . 

车 Ε(α) 是 一 个 多 元 edf 则 我 们 可 以 类 似 地 定义 mse- fh 
3E. 但 相 比 于 刚才 讲 到 的 一 元 情况 ， 寻 求 多 元 mse- 代表 点 是 
有 本 质 困难 的 .我们 将 在 第 四 章 建 谱 一 个 寻求 连续 老 元 分 布 的 
mse- 代表 点 的 数值 方法 ， 


1.1.4 试验 设计 与 均匀 设计 


在 自然 科学 , 制造 二 业 ， 农 业 试 验 及 质量 管理 中 ， 试 验 设计 
有 广泛 的 应 用 通常， 试验 设计 要 求 满足 下 面 的 规则 : 

(a) EJ SEE: 试验 点 在 试验 区 域 中 是 均匀 散布 的 ， 即 这 些 点 
有 很 好 的 代表 性 . 

(b) 正则 性 : ”试验 点 的 散布 适合 某 些 正则 条 件 ， 使 方便 于 对 
试验 数据 作 方差 分 析 . 


正 变 设计 与 BIB 设计 都 是 按照 上 面 的 原则 产生 的 方 潜 ， 

但 有 时 为 了 满足 规则 (b) 必须 做 大 量 试验 ， 例 如 ， 如 果 在 一 个 
试验 中 ， 一 个 因素 的 水 平 个 数 是 12， 则 用 正 变 设 计 至 少 要 安排 
144 = 12? 个 试验 ,这 对 于 大 名 数 试验 来 说 ， 试 验 次 数 实在 太 凶 
了 .能 否 将 试验 次 数 减少 ， 并 仍 能 保证 获得 好 的 结果 呢 ? 事实 
Ε, 试验 设计 的 宗旨 就 是 在 试验 区 域 中 找到 有 限 密 个 点 ， 使 在 这 
些 点 上 的 试验 具有 很 好 的 江 表 人 性， 这 个 宗 骨 和 与 重 积 分 近似 计算 
及 在 一 个 区 域 中 寻求 一 个 函数 的 整体 极 值 问题 的 宗旨 是 完全 一 
致 的 ， 媚 果 我 们 抛弃 原由 (b) 而 仅仅 保持 原则 (a). 则 我 们 可 以 
用 NTM 得 到 的 试验 区 域 D 上 的 一 组 均匀 散布 的 点 列 来 安排 试 
验 . 我 们 称 这 个 试验 设计 方法 为 均匀 设计 (UD) (LUSH 
(1981, 1990a)). 当 水 平 数 较 大 时 ， UD 中 需要 的 试验 次 数 相 比 于 
已 知 的 试验 设计 方法 是 大 大 地 降低 了 . 在 中 国 的 手表 制造 业 ， 纺 
δι, 军事 与 农业 领域 中 ， UD 的 应 用 获得 了 不 少 好 的 结果 . 我 们 
将 在 第 五 章 介绍 UD 及 其 数据 分 析 . 


115 几何 概率 与 模拟 


在 几何 概率 与 模拟 中 ,我们 经 常 示 到 这 样 的 问题 : 假定 D 
是 R° 中 的 一 个 有 界 闭 区 域 ， 例 如 D 是 一 个 s 维 单位 球体 ， 我 
们 如 何在 D 上 找 一 个 有 N 个 点 的 集合 PRERE D ? BET 
是 只 上 的 一 个 统计 量 ， 在 模拟 过 程 中 ， PHA MTA T 
的 定义 被 覆盖 ， 则 ΜΙΝ 可 以 近似 地 看 成 T 的 样本 ， 在 图 12 : 
h, D 是 单位 图， 它 被 两 个 随机 圆 村 盖 ， T 是 D ERA 
Rik. ΠΕΡ 是 -- 个 抵 形 ， 贴 人 们 常常 用 均匀 格子 点 集 来 代表 
D. 当 D 不 是 矩形 时 ,一 艇 很 玲 在 Ρ ΕἾΣΗΙ N 个 点 来 ， 使 它 
们 在 马上 均匀 散布 并 能 代表 D. 例如 ， 若 D 是 一 个 球体 ， 很 让 
然 的 方法 是 取 D 的 外 接 正 方 体 C 并 定义 D 的 代表 点 P 为 由 
C ΗΑΕ D 内 的 点 所 构成 (图 1.3). 这 个 方法 固然 简单 但 亦 有 
不 少 缺 点 : (a) 如 果 我 们 在 C 上 取 一 个 均匀 格子 点 集 ， 则 计算 
量 一 般 很 大 ， (b) 在 C 餐 每 散布 的 集合 ， 一 般 说 来 在 ΡΕ 
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散布 就 不 一 定 很 均匀 ， (c) 在 实际 计算 中 ， DD 边界 附近 的 点 会 
引起 较 大 的 误差 . (d) # D 是 一 个 低 维 流 形 ， 例 如 D 是 一 个 
3 一 1 维 的 球面 U,, 这 时 很 可 能 C 的 代表 点 集中 没有 一 个 点 落 在 
D 上， 这 时 上 述 方法 是 无 效 的 . 

如 果 我 们 用 NTM 来 产生 在 D 上 均匀 散布 的 点 集 ， 并 用 它 
来 代表 D (图 1.4), 则 上 述 麻烦 就 可 以 避免 ， 所 以 在 这 类 几何 概 
率 与 模拟 问题 中 ， NTM 是 非常 有 用 的 ， 我 们 将 在 84.8 与 54.9 
给 出 两 个 案例 研究 ， 它 们 用 NTM HRA. 


图 1.2 几何 概率 


0 05 1 0 as i 
图 13 πιο M NT-net iE Hl 图 14 Ao bay NT-vet 
Bo 的 NT-net 
1.1.6 其 他 


ESTA, RUA RBI, BN, Ea HT. δὲ 
型 相关 分 析 与 RIBS. 值得 洗 运 的 是 在 主 分 量 分 析 下 典型 相关 
分 析 中 ， 我 们 可 以 找到 问题 解 的 解析 表达 式 ， 但 在 涉及 到 投影 起 

. dl ` 


踪 的 许多 问题 中 ， 我 们 得 不 到 解析 解 ， 必 须 用 数值 方法 ， Je z AI 
一 个 s 维 随机 矢量 ， a'mac Ri. 为 其 一 维 投影 ， 不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 以 假定 aa = 1H] a f Β’ 的 单位 球面 U, E. Gr ta's) 
为 某 一 统计 量 ， 其 中 tu) 为 一 个 连续 标量 函数 . 在 投影 追踪 的 许 
55 PRIER — I a e U, 使 tar) 在 a= a 时 达到 极 
值 . 用 U, bE—£839 5] BB BJ ARR SNTO, 我 们 可 以 求 出 ao 及 
t(aoz) 的 近似 值 . 

Fil, BARR mc R° 的 多 元 还 态 性 等 价 于 检验 所 有 au 
的 一 维 GE AS, 此 好 a € Uy (Anderson (1982)). 对 于 每 个 ας U,, 
假定 tar) BR — A EATEN ΤΘΚΥΓΒ. HO tas) 大 时 ， 
ar GC. Fa 为 适合 


t (az) = max t(a'z) 


的 一 个 矢量 、 则 检验 多 元 正 态 手 就 等 价 于 检验 aye HEA. 
NTM 可 以 用 来 寻求 ao 与 tae) 的 近似 值 - 我 们 将 在 86.5 与 6.4 
来 讨论 这 个 问题 . 在 $65 我 们 将 用 NTM 来 处 理 更 一 般 的 将 RÀ 
投影 到 一 个 低 维 空间 Ri,1 < 1 < s 的 问题 . 

事实 上 ， 这 本 书 中 所 介绍 的 方法 不 仅 对 统计 中 的 问题 有 用 ， 
而 且 对 许多 其 他 领域 亦 然 ， 例 如， SNTO 可 以 用 来 求解 一 组 有 
约束 条 件 或 没有 约束 条 忻 的 非 线 性 方程 组 ; 寻求 一 个 将 一 个 区 域 
映射 到 自身 的 连续 映射 的 不 动 点 ， 至 于 数值 积分 ， 几乎 在 所 有 自 
然 科 学 领域 中 都 是 有 用 的 . 


$1.2 ”偏差 与 F- 偏 差 


前 节 我 们 介绍 了 统计 中 许多 问题 ， 它 们 的 数值 解 依 赖 于 C" 
上 一 个 均匀 散布 的 点 集 . 但 在 C* 上 BSR Ba LRA 
呢 ? 首先 我 们 需要 给 出 CO 上 一 个 集合 均匀 性 的 度量 ， ΑΕ, 
这 是 下 商 问题 的 一 个 特例 ， 
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fk F(m) A R° 中 的 一 个 连续 多 元 分 布 ， 为 一 个 整数 . 我 
SBE R° PRA n 区 m, 使 它们 对 Fon) 在 一 个 好 
的 代表 性 ， 那么， 代表 性 的 售 久 又 是 什么 呢 ? 让 我 们 来 考虑 代表 
性 的 一 个 度量 ， 

EMELI αι, m, 为 RPM ΤΠ. WY 


Fale) = + δι <a) (1.2.1) 
i=1 


ARAL σπιν... m 的 经 验 分 布 , 其 中 所 有 不 等 式 表 示 不 等 式 两 边 的 
矢量 的 各 分 基 均 分 别 满足 该 不 等 式 ，I{4} 为 A BO ἹΒΈΚΙΕ 98. BU 


1, # A ALY, 


HA} = I 0， 若 4 不成立 . 


经 验 分 布 可 以 由 另 一 等 价 方法 来 定义 : Éy xcu Π' 上 的 随机 


1 
Pi = mi) =>, i= l, orh 


则 z AQ edf Εμ) 就 称 为 zoo .α, 的 经 验 分 布 . 
ἘΝ 1.2 m Fis) 为 RI 上 的 一 个 cdf 及 P= {ak = 
ln 为 R° Εμ. HI 


Drin. P) = supge pe Fs (g) Fia (1.22 


称 为 CP ΚΤ Εἴαὶ 的 下 -~- 偏 善 , 此 处 ES) Άι αι, - ma SEARO} 
注 记 1.1 BAF dE CP Fu) 的 代表 性 的 度量 . x 
PERM Ay: BRS Fle). W| D: Gn. P) nde Fix) 
Ey di 5 (A p a 5ὲ lJ Kolmogorov-Smirnov 统计 量 . 
"UP Κα) 为 C* =[0,1" 上 的 均匀 分 布 时 , BD C(C*). I F- ii 
JE g A OCA CB EE HE ΠΠ d GE (BUE B: S ΕΠΙ (19815), 在 这 种 


ΠΡΙΝ 


情况 下 我 们 将 用 Din, P) 来 表示 F- 偏差 。 Weyl (1916) 首先 提 
出 偏差 这 一 概念 并 用 作 C^ 上 一 个 点 集 均 名 性 的 度量 ， 定 尽 1.2 
中 更 为 广泛 的 概念 则 是 王 元 与 方 开 泰 (1990α) 建议 的 . 

注 记 1.2 在 NTM 的 文献 中 ,偏差 定义 如 下 : 命 P = {ει k = 
1 ny BAR ον 上 的 一 个 点 集 ， 对 于 ye C^ fh N(y, P) 表示 
也 中 满足 =, «γᾶς. HH 


D(n,P)- sup N&D) P) — v(|O, a) (1.2.3) 
EC 


称 为 ΡΑΣ, 其 中 va) = 加 … Yn AREE η 的 体积 ， 
为 简单 计 ， 我 们 有 时 用 Din) KRE D(x, P). 

图 1.5 给 出 一 个 集合 的 偏差 的 说 明 ， ERE Py 中 
的 点 数 与 集合 总 点 数 之 比 减 去 第 形 0η] 的 体积 的 绝对 值 小 时 ， 
则 点 集 的 散布 是 均 名 的 ， 这 是 我 们 用 偏差 来 作为 点 集 均 匀 性 的 度 
量 的 直观 原因 ， 


图 15 GER UL] 


现在 我 们 来 寻找 具有 最 小 偏差 的 点 集 . 5 = 工时 ， 这 一 问 
题 已 得 到 解决 
HLI 命 风 为 一 个 整数 之 1 及 


a= {FR ina nh (1.2.4) 


2n 


今 往 证 明 Οἱ = [0,1] ΒΓΗ͂ τι RULES SER B. Q 有 最 小 的 
E 


. lá . 


命 [z] 与 (z) 分 别 表示 z 的 整数 部 分 与 分 数 部 分 ， 对 于 
γε (0, 1], ft: = = 2n7. ΜΙ 


Ng) ` 
ETE 
νε 
zw| 十 1 z+ iz) 1- T κ 
-| 2n 2n ^ 2m ^! £ 21 [e], 
le] [a] + {x} {x} 
m^ m τ, ËP 


ΗΕ alb ER b ΒΕ a 的 倍数 . SURANA afb 因此 Din, Q) < 
a MRR y= 4, B| 
N(y,Q) | i 2-1. 1 
n T n 2n ^ 9n. 
所 以 D(n, Q) = E. 
现 令 P = {x,i=1,---,n} 为 [0.1] 的 任 一 个 子 集 .不 失 一 
般 竹 ， 我 们 可 以 假定 


Osa, me < ma < 1. 


车 D(a, P) < 1/2n, ΚΠ (1.2.2) 可 知 对 于 任意 y BH 


ING. 9) 4| < 1 
n | T 2n' 


1 1 
“3+ NOP)E 3+. 


对 于 满足 (31 - 1)/Qn) <y < Qi + 1/20) 的 y, 上 面 的 不 等 式 
推出 

i-i Loon < N PS <i i 

E 一 < yd *- 1V UY, S, tYn<t+i, 
所 以 N(y,P) = 1. Này P) 的 这 一 限制 表明 p 必须 就 是 (1.2.4) 中 
定义 的 Q. 因此 我 们 证 明了 如 果 P ARH Q, N| Din, P) > 1/2n. 
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当 s 宇 2 时 ， 很 难 找到 一 个 具有 最 小 以 差 的 点 集 ， 这 是 由 于 
元 个 点 在 C* 中 的 散布 可 以 是 非常 复杂 的 ， 因 此 我 们 将 寻求 共有 
渐 近 地 较 小 偏差 的 点 集 . 

数论 中 有 这 样 一 个 猜想 ; 对 于 任何 nO 2) 个 点 的 集合 T, Ἐτ 
有 


Din, P) > c(s)n^! log?" n. 


TE HI ESI APRA A. G4 s = 2 时 ， 这 一 猜想 已 由 Schmidt 
(1972) 解决 .一 般 情 况 ， 我 们 有 下 面 的 Roth (1954) jg SE: 


Din, P) > 272*D(s Nn logy n) tT. (1.2.5) 


所 以 如 果 我 们 能 找到 一 个 集合 序列 Pp, 此 处 DP, 有 π 个 点 ， 而 
Dn, Pa) 的 阶 近 似 于 (12.5) 的 右 端 ， 则 Pa 可 以 认为 是 C* E 
好 的 均匀 散布 点 集 ， 更 精确 些 ， 我 们 有 下 面 的 定义 : 

定义 1.3 tr Piz) 为 一 个 s 维 的 连续 cdf, N 表示 自然 数 
的 一 个 无 穷 子 集 及 {Pane Ny 3 R° 中 具有 一 定 结构 的 一 个 
ARIFI) B P, 有 πρ. 车 


Drin, Pa) = a(n 3， n oo, (1.2.6) 


Ql P.) RA Fx) 的 代表 点 RE. 5 Fæ 为 UDA caf 
时 ， 其 中 D 是 一 个 有 界 闭 区 域 ， 则 {Pn} RAR D 上 均匀 散 
Th. 或 为 D 上 的 一 个 NT net. US P FIBRE z > 0, BA 


Defn, P) = O(s 7113), (1.2.7) 


Π {Ῥω} 称 为 D 上 好 的 均匀 散布 集合 序列 . 

注 记 1.3 Æ NTM 的 文献 中 ， 大 部 分 作者 是 这 样 定义 P, 
# C* FB Si” 89, BUCH n — oo 时 有 Din, Ἐν) = of1) (fl 
HH, Kuipers 与 Niederreiter (1974)). 但 是 对 于 我 们 的 要 求 来 说 ， 
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oti) 还 不 能 好 ， 除 此 而 外 ，“ 拘 匀 分 布 ” 一 语 在 统计 中 有 确切 的 
TA E ΒΟΡΑ Br iE OU XS PLC EET EE HLK “SE 
PUGS, 在 PS TY SEU PEE Ἢ ΠΕ 51818. Din, Pa) 
(dic ek SE E AV HEB. Επ ΡΠ h ALP bE A 
fem. {eALERTS A. BROT AP, 
保有 同样 的 结构 . 
例 1.2 dp mY TEX > 1] 及 n = ma. RIRES 


οἱι --1 οἱ. -] - 
s= (2 ο (1.2.8) 


i , 2m ` Ὁ πι 
为 均匀 格子 点 集合 我们 可 以 还 明 
ci(s])n lia € Dín. €) X elajn 1” (1.2.9) 

CES BEF Επ, [1981}} UHE L3.05 s PQA. He £ À 
是 均匀 散布 的 ， 这 就 十 为 什么 对 数 伪 计算 与 统计 的 许多 问题 ， 林 
推荐 使 用 集合 E 的 原因 . 

{5} 1.3 fg Bi. πμ X iid. TE C EZ 5p. A Pa 一 
z... mal. WIESE (1949) Lj Kiefer (1961) iE HHT 


ο 8 og tog ni?) (12.10) 


PROF ADR AD (oux RP RU Se RO RRS R 


PY 4E C? TRARRE τ. 


例 1.4 dp FOr) 是 一 个 一 元 连续 的 ed 及 F-'(y) WEY 
i E MEE ES 


ο = ir E IPSE aj (1.2.11) 


为 F(x) ADA n BARD F- 偏差 A. 的 代表 点 . 


17 3 


事实 上 ， 命 Q 为 (114) 定义 的 集合 ， N(x,8) 表示 满足 
(2i—1)/2n < z 的 点 数 , 及 N(2,Qr) 表示 满足 F Ἵ((21-1)/2) < 
z 的 点 数 . MH 


ία, Qr) 


_ Να), Q) 
m - Fiz) = — 7 F(z) 
所 以 
Dela, QF) = sup Νία, 95) _ F(z) 

.ΕΠ Ti 

= sp [ZUD 
ye[0,;] 7L 

zDí(n, Q) = 1/2n. 


3i —JH B  Ῥ = {rn ,zn} A F we «oz. 则 由 上 述 可 
Al Qr = (FI (ni) PN en) 有 偏差 D(n Qe) < gy BSA 
1.1 BS AE IE RP ΕΤ 

Bi 1.4 的 基础 是 下 面 的 定理 : 

定理 1.1 肯定 随机 变数 X 有 连续 c.d.f. F(x). ΝΒ EL Ed 
Y = F(X) d: [0, 匡 上 是 均匀 分 布 的 ， 即 Y — [0,1]. Rz. Β 
Y ~ U[0,1], B| X A edt F(z). 

证 XJF eceli ih BNF 


PY < u) = P(F(z) <u) = P(X < F^l(u)) = FOP ! 0) = u. 
RI. # Y ~ ο], ΠΗ P(X < Fotu) = u, ELX R cdi Ἢ 


例 15 dr re 为 一 个 多 元 分 布 及 


Fa) = Π Fia) (1.2.12) 
i-1l 
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此 处 | 一 l,- EE 为 一 元 连续 的 c.d f. Tür [ec 一 (exi, tt ke) 
k= l... n) 为 O° 上 有 偏差 d 的 一 个 集合 ， 则 我 们 类 伏地 可 以 证 
明 集 合 


(zs = (F l(ca). FII (x) K = 1 sn) (1.2.13) 


关于 Fa) 有 F- 偏差 d. HEAR STR. 
Heit,  Bundschuh 538m (1993) 建议 了 一 个 计算 低 维 有 限 
集合 偏差 的 准确 算法 ， 我 们 的 计算 程序 就 是 基于 他 们 的 方法 . 


513 ον 上 的 数论 网 后 (CE-nec) 


Korobov (1959), ERR REL (0960, (9621 Halton (1960) 与 
Hlawka (1962; 在 1959 1964 年 间 建 议 了 各 种 方法 以 获得 Cob Fy 
低 偏差 的 点 集 ， 上述 结 昌都 已 搜 集 在 华 罗 虎 与 王 元 (1981) 的 书 中 ， 
本 区 我 们 将 介绍 几 个 月 的 生成 C* 上 均匀 散布 点 集 的 方法 ， 这 些 
集合 亦 称 为 Co 上 的 数论 网 格 (NT-net). 一 些 理 沦 性 的 结果 亦 可 以 
在 华 罗 康 与 下 元 (1981) 与 Niederreiter (1982) 的 书 中 找到 ， 


1.3.1 gip BS 
Hi--T- PriB f) 好 格子 点 (good lattice point} 通过 模 得 到 的 
集合 称 之 为 sip 集合 . 这 一 集合 在 实际 中 最 为 有 用 而 且 便 于 计算 . 
EX 1.4 dé (nihil h.) A-D EREDE LS h, < n, 
hi 的 数 (n. hod. i= 1... os. ΠΒ 


{ qk; = khi dn), 
{ dii i (mod n), cam, i=l, ,8 (13.1) 


tei = (2qxi — 1)/2n, 


ΗΑΕ {ΕΝ A Re quu WE 1 < qu mon. 则 集合 
Pa = ΕΕ kom 1,... n) RY ERE (sh, 
ha) PRR. OR P. 在 所 有 可 能 的 生成 矢量 具有 最 小 偏差 ， 
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WP. 称 为 gip 集合 . 由 (13:1) 定义 的 zu; 可 以 由 公式 


2kh,; —1 . 

za = Í 25 j (1.3.2) 

来 计算 . 
81.6 Hün—7,5-3,h;-1, h =3 Ë hs —6 我 们 有 

i36 
2 6 5 
3 2 4 

(ar) =] 4 5 8, 
5 1 2 
6 í 1 
7 7 了 7 


zı = (1/14, 5/14, 11/14); — => = (3/14, 11/14, 9/14), . 
ms = (5/14, 3/14, 7/14), æ= (7/14, 9/14, 5/14), 
ms = (9/14, 1/14, 3/14), — me = (11/14, 7/14, 1/14), 
æ = (13/14, 13/14, 13/14). 


此 处 [mk = 1,7, 7) 为 生成 矢量 【7 1, 8, 6) 的 格子 点 集 . | 
(00 BF (mhn he) 其 在 C 上 的 格子 点 集 通 常 并 不 一 定 是 均 
色散 布 的 ， 例 如 ， 图 1.6 表示 不 同 的 (hi) 对 应 于 相同 的 n = 21 的 
， 四 种 分 布 ， 其 中 图 (a), (ο) 是 散布 得 均匀 的 ， 图 (ο), (d) ES. 

Korobov (1959) 与 Hiawka (1962) 独立 地 指出 对 于 给 定 的 素数 
p, 我 们 可 以 选取 {πι} 使 矢量 {pih h.) Ἢ Ο' 上 好 的 均匀 散 
布点 集 的 生成 矢量 ， 恰 切 来 讲 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 L2 对 于 任意 素数 p， 皆 存在 整 矢量 By = nu) 
使 由 (p; fusco h.) ERLE ARA ME 


D(p) < c(s)p"! (log p). 
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SOP EAP 2 的 证 明 可 参见 华罗庚 与 王 元 (1981) 的 书 . 我 们 的 
SEALS AE ARERR EO AM. FE 
家 对 这 个 问题 作出 过 贡献 {对 于 大 的 πι 的 点 集 有 Korobov (1963), 
Saltyxov (1963), Maisonneuve (1972), Haber (1972), Moon (1974) 
BER: REECE A (1978); 对 小 的 n 的 集合 有 王 元 与 方 开 泰 
(1981) 与 Shaw (1988)). Niederreiter (1978a) 指出 定理 1.2 中 的 素 


XX p a ELE TESCEL AT S n. 
将 (nihil Rs) RRA A nx s θβε 


ma). 


K=Xhr e al = (mi. 


. ] . 
| | TA 
n GS 1 


G 0.5 1 
{5} {211.19} id? {311131} 


图 ie RAPA AY η 


XEX 1.5 BP nxsRERX OY. ἐπ ΠΠ KRE, 


WRENS, 33029 x = Y. 
. 21° 


我 们 容易 知道 下 面 的 性 质 : 

(a) BMY 为 nx s ffi SEE; W| X = Y 的 充 要 条 件 为 
FERME P:nxn5Q:sxs HY = PAQ. E P' P = I, B 
P 的 元 素 非 0 期 1， 则 称 方 阵 P ΒΕΗ͂. 在 这 种 情况 下 Y 可 
由 X 的 行 与 列 的 对 换 以 得 到 . | 

(5) Ἐξ (n, h) = 1, M &(0 < h < n) fi h^! mod n, BB hh = 
1 (mod n), ΚΠ 


ο SADlA,) (modn). (1.8.8) 


从 而 在 (如 ，,… he) 中 我 们 总 可 以 假定 h, = 1. 

性 质 (b) 将 在 第 五 章 证 明 . 在 选取 好 的 生成 矢量 (n; 局 ，…… AD) 
过 程 中 , 性 质 (b) 可 以 用 来 节省 计算 时 间 . 例如 当 n = ?为 素数 时 ， 
在 集合 {1,2,… ,p 1) h, Uus) 有 Cz 种 取 法， 由 于 
我 们 可 以 取 ha = 1, 所 以 {1, fw,… h.) 的 取 法 降低 至 C27] BERE 
这 样 ， 当 p 与 s 大 时 选取 一 个 好 的 生成 矢量 {成 ,,… hr) 的 计算 
量 仍 很 可 观 ， 于 是 Korobov (1959b) 建议 取 (hi,: Aa) 为 下 面 结 
构 的 矢量 


(ha, "Thy ha) = (1, a, a?,. un ,a*7l) (mod p), (1.3.4) 


此 处 L<a<p, 而 且 他 证 明了 存在 一 个 整数 a (mod p) fË (La, 
, 871) (mod p) 对 应 的 格 点 集 仍 有 偏差 D(p) < e(s)p  (logpy'. - 
Niederveiter (1977) 指出 a 可 以 在 模 p 的 ΜΑ 中 选取 ， 即 a 适合 


αἱ Æa (modp), 1<i<j<p. 


所 以 3 是 模 7 的 原 根 ， 而 2 SER ? 的 原 根 . Niederreiter 还 证 
明了 ， 对 于 素数 p. SEI oo BE (1,9,.'… ,9g* |) 生成 的 格 点 梨 
有 偏差 

D(p) € cla)p 1 (log p)* log log p. 


5 Ἂ E bn (1.3.4) B0 5c SHE RÚ 018 P Mie n] DLE BU MS R, 
所 以 我 们 可 以 在 模 p 的 原 根 中 找到 原 根 .9 HER RS i CRI RD 
的 偏差 ， 我 们 仍 称 这 一 集合 为 gp RA. 4 n = 2,4, p, 2p! 时 ， 此 
处 p 为 一 个 奇 素数 及 > 1, 我 们 知道 恒 存 在 模 n 之 原 根 ， 而 且 我 
们 知道 模 n 的 原 根 个 数 为 φίό(π)), 此 处 p(n) 为 Euler φ- HK, 
URRBET 1 € m < n & (m,n) = 1 工 的 整数 πι 的 个 数 ， 注 意 
pol) = p'-*(p — 1)é(p — 1) (华罗庚 (1956)). 文献 中 多 数 生成 矢 
量 均 是 由 这 一 方法 得 到 的 ， 当 生成 矢量 (n;hi,--- h.) 由 其 他 方法 
产生 时 ， 则 条 件 (n.b) = 1,i 二 1,,… ,s 可 以 不 必 满 足 ， 但 如 果 候 
们 对 应 的 格 点 集 有 小 偏差 ， 则 仍 称 为 sip 815. 因 gb MOTH 
用 , 它 有 小 偏差 且 已 被 算出 不 少 来 ， 所 以 在 实际 应 用 中 ， 我 们 常常 
使 用 p 集合 ， 为 使 用 方便 ， 本 书 附录 A 中 收集 了 gb 集合 的 一 些 
ERRE | 

AWG, A (hi, τν he) 取 形 式 (1.3.4), 我 们 就 用 X(a) ΣΕΛ 
大 (Ra As), Bf 

Χία) -- X(hy, A). (1.3.5) 

进而 我 们 有 下 面 的 性 质 : f 

(c) Be τι HE s MUJ X(a) = X(a-1) (mod x), HH αἱ δὲ a? 
(mod nl, 1zi«j €5s-—1. 

Hid 1.4 ñr p 为 一 个 素数 . 我 们 可 以 证 明 对 于 任何 。>0, 适 . 
合 于 1 a<p 且 使 (p;1,4,… να”) 生成 的 glp 集合 有 偏差 


D(p) = O(p log2 p) 


的 a 的 个 数 多 于 【1 - e)p {华罗庚 与 王 元 (1981), 定理 32 与 引 理 
7.8). 因此 当 p 很 大 时 ， 我 们 甚 诗 可 以 随机 地 选取 α. 
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1.3.2 gp 集合 


由 一 个 所 谓 好 点 得 到 的 集合 称 为 mp 3 | 
FEM 1.8 a Ύπ (ην To) € C". 若 下 面 形 状 的 集合 


{Unk}, -> vk) k = 1, 2,-h (1.3.6) 
的 前 n 项 构成 的 点 集 D. Ae 
Dí(n, Pa) < οί, ε)η 1t*, - n= 1,2... 


虽 称 集合 (1.9.6) 为 一 个 gp M, 而 Y 为 一 个 好 点 . 
显然 由 定义 1.3 可 知 P, 为 Co 上 的 一 个 NT-net. 由 定义 1.6 
可 知 如 洒 我 们 有 一 个 好 点 y 则 op 集 是 容易 得 到 的 ， Baker (1965) 
与 Schmidt (1970) 给 出 了 gp 集合 的 存在 性 证 明 . 在 实际 使 用 时 ， 
我 们 推荐 下 面 的 好 点 . 
“(a) 平方 根 序列 : 我 们 取 


x= (Vp VPs), (1.3.7) 


此 处 p;(1 < 了 < s) 为 互 不 相同 的 素数 ， 例 如 前 s 个 素数 . 
(b) ft p 为 素数 及 = p/CTD, 取 


1-7(69, q). (1.3.8) 
(c) PERAE. 这 一 方法 是 华罗庚 与 王 元 (1964) 建议 的 : 
(pest (om) nt]. aaa 
此 处 p 为 素数 > 264-3. 例如 对 于 p = 7, 我 们 有 
| γι = {200s 22} ~ 02469796037, 
y= [os =l ~ 0.5549581321, 
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其 对 应 的 op 集合 为 


(0.247,0.555), (0.494,0.110), (0.741,0.665), (0.988, 0.220), 
(0.235,0.775), (0.482,0.330), (0.729,0.885), (0.976, 0.440), 


利用 (13.3) 定义 的 ytl < ἐς s) HARE, ΡΕ Επ. 
(1964) 建议 了 一 个 获得 格 点 集 的 方法 ， 他 们 1981 的 书 的 附录 上 的 
许多 生成 矢量 就 是 用 他 们 的 方法 得 到 的 ， 这 些 和 集合 有 偏差 Din) = 
O(n i Get tty 
1.3.3 ΠΕ 


Halton (1960) 首先 将 C? 上 的 Van der Corput (1935) 点 集 推 
三 为 C(s > 2) 上 的 点 集 ， 我 们 称 这 一 集合 为 吾 - 集 澡 ，Halton - 方 
法 基于 自然 数 的 p 进 制 表示 . 

fü τι 为 一 个 自然 数 > 2. 则 任何 自然 数 尺 均 有 唯一 的 πι 进 制 
RR- - 

k= bo + bim + bam? +... tbm", 
| (1.3.10) 
0 < b; < m — 1, £—0,1,:..,m, 
此 处 m" € k < mtl, 对 于 任何 ee (0.1),c BME HY m 进 制 表 


ZR. 
e-com tem 4o, Galm- i-0,,2.-. 
我 们 记 
k = bb. 4 bibo 


及 


@=Qege, +++. 


下 面 的 方法 将 建立 正 整 数 与 (0, 1) 中 的 有 理 数 之 间 的 一 一 对 应 : 
对 于 任何 有 表示 (1.3.10) 的 整数 > 1 命 


ym(k) = bom ! + bhim? +--+ bm ο, (1.3.11) 


7 25 + 


则 ye, (E) € (0, 1) O9 k RFE m (HE Halton 建议 了 下 面 的 集 


pos 


f n S š S s) 为 s MURR M 
Pk = (yp, (&),- ++ sp, (&)), k- 1,2, tee (1.3.12) 
条 为 RE 


Halton 证 明了 由 (1.3.12) 的 前 n(» max(p1,… ,pu)) 项 构成 
Cr PEE E mE | 


Din) € ο... = O(n logn)*). . (1343) 
ἐπε] . 
因此 H- 集合 在 C 上 是 好 的 均匀 教 布 集合 . mE 
951.7 取 m = 2. 则 下 的 二 进位 表示 及 vAN = 1,2,---) 
如 下 : m B | 


bi bo by uat) 


à ñ ñ 
e= ° = = = ° n|s 


O | m ο cue 
二 

2 

iy 

=] 

Sm 


9 dO Ot b οὐ wm [5 gc 


JR pi =2,p2=3 KR ps = 5. 则 对 应 的 H- REA 
(0.5000, 0.3333, 0.2000) (0.8125, 0.7037, 0.2800) 
(0.2500, 0.6667, 0.4000) — (0.1875, 0.1481, 0.4800) 
(0.7500, 0.1111, 0.6000) (0.6875, 0.4815, 0.6800) 


(0.1250, 0.4444, 0.8000) — (0.4275, 0.8148, 0.8800) 


+ 96 ， 


(0.6250, 0.7778, 0.0400) 
(0.3750, 0.2222, 0.2400) 


(0.8750, 0.5556, 0.4400) 


(0.9375, 0.2593, 0.1200) 
(0.0313, 0.5926, 0.3200) 
(0.5313, 0.9259, 0.5200) 


(0.2813, 0.0741, 0.7200) 


(0.0625, 0.8889, 0.6400) 


(0.5625, 0.0370, 0.8400) — (0.7813, 0.4074, 0.9200) 


(0.3125, 0.3704, 0.0800) — (0.1563, 0.7407, 0.1600) --- 


HAX n 与 s 充分 大 时 ，(1.3.10) 与 (1.3.11) 的 计算 量 很 大 ， 
我 们 可 以 对 于 小 的 素数 p = 2,3,…, 算出 y (kk = 1,2, ), 然后 
将 它们 存放 在 磁盘 之 中 ， 以 便于 使 用 . 

利用 H- 集合 ， 我 们 可 以 得 到 偏差 比 H- 集合 的 偏差 更 小 的 有 


RRS. d 552 py. pi 为 s— 1 个 互 不 相同 的 素数 ， 则 
下 面 的 集合 
2k —1 
zk = (Sm) k-1,2,-,n 


称 为 Hammersley 集合 (Hammersley (1960), 它 有 偏差 


D(n) € n^! TI pilog(pim) (1.8.14) 


log p; 


η 


H- REALE. WEN Halton 集合 或 BEM HES 
为 其 中 的 一 个 ， 命 5 为 数组 (1,2,… ,p) 的 一 个 置换 .我 们 类 做 于 ` 
p(k) EXER yp (h) 如 下 : 


-Ἐσρ(ο)/ρηη, (1.3.15) 


Ypo (k) = gplbo) /p+ σρίδι)/ρ᾽ t 


此 处 k. BJ p 进 制 展开 为 k = bror bibo. BBY Halton 集合 定义 


为 
. 91. 


Wk 一 pi. Us Ct αἩρεισι (k)), k= 1,2, . : (1.3.16) | 


此 处 σι 是 (1,2... ,Pi), i— 1, ,8 的 置换 . 如 果 取 c, ASE 
E, 则 得 H- 集合 ， Braaten 与 Weller (1979) 指出 攀登 的 H- 集合 
能 够 本 质地 改进 H- 集合 的 下 述 性 质 : 序列 yz(ky,k = δν n 
含有 一 个 长 度 为 p 的 周期 . 我 们 经 常 取 pl， ,ps 为 前 s 个 素数 ， 
例如 对 于 s = 8, 则 最 后 两 个 坐标 为 ans 与 . ψιοίξ), ERAT 
递增 素数 17 与 19. 这 导致 序列 的 点 的 第 七 与 第 八 个 坐标 间 的 强 相 
关 性 . 对 于 p< 53 时 Braaten 与 Weller 建议 了 关于 攀登 的 H- 集 
， 合 的 一 些 置换 ， 他 和 们 也 指出 柳 登 的 H. RAHEEM H- 集合 的 偏 
BA). 

另 一 种 推广 H- 集合 的 途径 为 定义 六 adic 加 法 根 道 : 

T Pp Y =O ὃν" z 的 正规 p-adic 展开 

Bp On Yn y 的 正规 p-addic 展开 

f =Ü. i Fy eX Fun --: 
类 似 于 经 典 加 法 可 以 计算 z ὢρ y, 但 需 从 左 往 右 加 《〈 例 如 0.123333 
+ -®,0.412777 --- = 0.535011---). 对 于 了 过 2 一 和 ko 其 /pe € 
[0,1] ΩρίΩ» 为 padic ABR), EM 


Φρωίο) = z Bp y. 


现在 我 们 来 定义 C' 上 的 Halton 型 数论 网 格 序 列 : 35 pipe 为 
前 8 个 素数 ， Hi, t's H | € [0,1] AQ, 及 Zl 24, € [0, Uner， 则 
FA | 
m = (ORE (2), DEL (ο), kl 

的 前 τι 项 构成 的 集合 有 偏差 O(n l(logn)°) (Lapeyre and Pagès 
{1989)). i 

H- 集合 的 另 一 个 变 体 称 为 Faure 序列 (Faure (1982)). 这 -- 
集合 的 偏差 比 H- MAHER. Niederreiter (1988) 利用 (:, ϱ) 
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PF EB je ESC 7 eR Ze BET DAE AS (Niederreiter 
(1992)) 中 找到 详细 的 讨论 ， 
1.3.4 其 他 

还 有 许多 C* 上 的 NT-net 不 包括 在 上 面 三 种 方法 之 中 .例如 
所 谓 的 及 aber 序 列 (Haber (1970)): 


t; = (EU ux... DOE gs) (mod 1), 


此 处 pi... ,ps 为 前 s 个 素数 . 男 一 个 基于 根 遂 定义 的 序列 是 Sobol 
(1967) 定义 的 ， 更 详细 的 叙述 请 见 Sobol (1967) 与 Niederreiter 
(1988b), 读者 可 以 在 华罗庚 与 王 元 (1981), Shaw (1988) .与 Pages 
和 Xiao (1991) 中 找到 产生 C* 上 NT-net 的 更 多 的 方法 . 

二 述 三 种 主要 的 集合 : gp RE, op 集合 及 H- 集合 有 不 少 
变 体 及 广泛 的 实际 应 用 (EPRE (1981) 与 Shaw (1988)). gip 
集合 是 一 个 有 限 集 ， 而 gp 集合 与 H- 集合 则 均 为 无 限 集 ， 每 一 种 集 
合 均 各 有 优 缺 点 , 在 实际 应 用 时 需 按 经 验 来 决定 选取 哪个 集合 . 为 此 
我 们 给 出 如 下 的 评论 : 

(a) 如果 n 比较 小 ， 则 最 好 用 gip 集合 。 一 般 说 来 ， 其 他 两 个 
集合 并 不 是 均匀 散布 的 . | 

(b) 假定 我 们 先生 成 一 个 有 πι 个 点 的 NT-net， 然 后 发 现 需要 
BMF mOn) 个 点 ， 车 用 sp 方法 ， 由 于 对 于 πι 与 πο 的 生成 
XH EORR. SLU gp 集合 方法 必须 从 头 敌 起 ， 但 如 果 用 
gp 集合 方法 或 H- 集合 方法 ， 则 只 要 生成 添加 的 (nz -- ni) 个 点 即 
可 . 

(c) 在 这 些 方法 中 ， H- 集合 方法 所 需 的 计算 量 最 大 当 p; 及 
SRAM, 则 集合 的 点 数 必须 很 大 才能 保证 在 Co 上 散布 得 均匀 . 因 
此 H- 集合 只 对 小 的 «188. 

(d) 当 s 较 大 例如 s > 10, 在 本 书 的 附录 中 只 含有 很 少 几 个 gip 
HERRE. MA s > 18 时 ， 则 未 有 生成 和 撩 量 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 

们 建议 用 gp RETE HI SAREE op 85. 
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(ο) 5 s < 10 时 , 在 大 部 分 实际 应 用 中 ，glp 集合 都 是 最 好 的 . 


Ris 各 种 方法 的 比较 


n 34 , 89 144 233 610 1597 2584 
gp-l 0.0770 0.0469 0.0249 0.0239 0.0152 0.0048 0.0028 
gp-2 0.0693 0.0484 0.0253 0.0180 0.0086 0.0050 0.0037 
H-W 0.1853 0.0786 6.0481 0.0350 0.0205 0.0072 0.0053 
Haber 0.1644 0.0947 0.0838 0.0604 0.0327 0.0222 0.0217 
Halton 0.1106 6.0432 0.0328 0.0207 0.0109 0.0052 0.0030 
Hammersley 0.0864 0.0406 0.0251 0.0169 0.0073 0.0031 0.0020 
ος | 0.0042 0.0276 0.0181 0.0120 0.0050 0.0021 6.0013 


X 1.1 给 出 7 种 NTM 的 比较 ， 其 中 gp-1 5 v di (13.7) € 
SH gp SIEG. 而 gp-2 为 了 由 (13.8) 定义 的 gp 集合 H-W A3 
由 (1.3.9) 11H {94} A. PAH s = 2 及 不 同 的 τὶ, 由 各 种 
Ji EAS AS x iatis. 从 表 中 可 多 在 所 有 情况 下 ， σῷ ΚΘΒΕ 
最 佳 者 在 很 多 情况 下 ， Hammersley 集合 是 次 佳 者 而 Haber 集合 
RÆ 在 下 节 ， 我 们 将 用 其 他 玲 则 对 这 些 方法 作 更 进一步 的 比较 ， 


51.4 均匀 性 的 其 他 度量 

th P = {pk 二 1,… n) 为 Cs 上 的 一 个 点 集 ， 已 有 不 少 关 
于 集合 PE C 上 均匀 性 的 测度 方法 ， 在 $12 我 们 已 经 介绍 了 
其 中 最 重要 的 一 种 度量 ， 即 偏差 ， 现 在 我 们 来 介绍 其 他 的 度量 . 
1.4.1 偏差 D | | 

注意 对 于 偏差 的 定义 《1.2.3) 中 ， 我 们 只 考虑 了 形 为 ua] HE 
JE. 当然 在 偏差 的 定义 中 我 们 可 以 考虑 所 有 的 矩形 la (0 <a < b < 
i= (1, να). m 

XX LY tr P = (zs) 表示 Co 上 有 n SABA, KOR 
示 短 形 
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K = (fab) :0 <a <5< 1.  (1.4.1) 


所 成 的 集合 ， 此 外 ， 命 N(a.b),P) 表示 P 中 满足 条 件 ας € lab) 
RUE. mu 
Neb.) eb) — (142) 


I i 


D*(ín,P) = D'(P) = sup 
mex 


称 为 P X) BS hz. 此 处 (a) = ΠΡ {δι — αι) A fod) HE 
Ja. 

下 面 的 定理 说 明 这 两 种 定 必 本 质 上 是 相同 的 ， 

定理 1.3 


Din) < D'(n) < 2° D(n). (1.4.3) 


偏差 与 星 导 偏差 均 可 以 用 测度 论 的 术语 来 表述 . dp ov ΕΙ u, 分 
别 表示 5- 3Ë Lebesgue 可 测 空间 HA Εία) 与 Εν) 生成 的 测 
RE ΚΑ} Εία) ἈΠ ULC) 的 cdd. 而 Fie) 为 ix.) 的 经 
Jes, ΠΗ 


Din, P) = sup [vn (By) νι (1.4.4) 
此 处 By = 0,7) κ 

D*(n, P) = sup |u,, (B) — v(B). (1.4.5) 

HEK 
下 节 我 们 将 把 这 些 表 运 式 推广 到 更 一 般 的 情况 . 
14.2 ly- RÆ. 
由 关系 式 
l/p 
Το. Ῥ)- | f (1.4.6) 
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定义 的 Τρία, P) 是 另 一 个 均匀 度 的 度量 ， 它 称 为 1.185. ἡ p = 
1,25 oo 时 ， 我 们 得 到 L- b- 与 loM, 后 性 正好 是 通常 的 妨 差 
Din, P). Niederrreiter (1978, 971 ΠΠ) 指出 


C(s)(D*(n, py < Ty(n, P) < Din, P), (1.4.7) 


此 处 C(s) > 0 为 一 个 依赖 于 s 的 常数 , 所 以 Din), D*(n) δὲ Da(n, 
P) 在 本 质 上 是 等 价 的 ， 


1.4.5. ΜΑ 


定义 1.8 ñr 口 为 一 个 有 界 闭 区 域 及 P= 人 为 了 上 -个 
含有 n PARRA. MJ 
DP(P,D) = I min diz, αι) (1.4.8) 
称 为 PE D 上 的 ER, 此 处 ἀία,αι) 表示 z 与 m, 之 间 的 欧 氏 
”距离 . 车 D = C*, 则 我 们 记 DP(P,D) = DP(P). 
点 集 的 散 度 这 个 概念 是 Niederreiter (1983) 引进 并 研究 的 . 这 
一 想法 是 合理 的 ， 对 于 每 一 个 se D, 我 们 在 P 中 找 出 一 个 距 = E 
HEREA z 的 代表 . .如果 p 在 D 上 散布 得 均匀 ， 则 z 与 它 的 
民 表 点 之 间 的 齿 离 可 以 期 望 较 小 ， 因 为 需要 求 出 min cec d(z s) 
对 所 有 z ë D 的 最 大 值 ， 所 以 散 度 的 计算 量 很 重 . REY s 较 小 或 
PE D 上 分 布 得 较 规则 时 ， 我 们 可 以 直接 计算 DPP, D), 但 我 们 
往往 仍 用 NT MLR ARTE. 
例 1.8 假定 D = C: P BRA 1.2 所 说 的 均匀 格子 点 集 
f. M| P 的 散 度 等 于 s 维 边 长 为 (2m) ! 的 立方 体 的 直径 ， 此 处 
n = m*, 所 以 f 
DP(P) = x = Visa. (1.4.9) 
一 般 说 来 ， 散 度 的 准确 值 很 难得 到 , 但 它 的 上 ， 下 界 估计 还 是 可 以 求 
得 的 ， 首 先 ， 我 们 引进 下 面 关 于 散 度 的 等 价 定义 : 


+ 82 ， 


4 Bir) ERU Wp or 为 半径 的 s 维 球体 则 
ΤΡ, D) 一 minir 20: Jrenen Pat, T) 2 Dj. (1.4.10) 


xe REO BUG TÉ, r, 使 以 (1 < k < n) 为 中 心 ， 以 z 为 半 
feBg 二 个 球体 构成 D C)I—- MEG. 
EH 1.4 ay v(D) 表示 D RRR. 1 


a Γρα I 
DP(P,D) > (2) nt, (1.4.11) 


` 


此 处 ys ο TO + 8/2) 表示 ο HER DE ER AER PE. 
证 db r= ΡΡ(Ρ, D). 则 由 (1.410) 得 


Ue en B tg, rj ma i? 


所 以 


nr*y, > ο κε B(mk,r)) > v(D). 


定理 成 立 . 
下 面 的 定理 给 出 C* 上 一 个 集合 P 的 散 度 与 偏差 之 癌 的 关系 ， 

所 以 由 Din, P) 的 上 界 佑 计 即 诱导 出 DP(P, D) 的 一 个 上 界 佑 计 ， 
定理 1.5 # D = Cs, ΠΒ 


DP(P, D) < 2s Din, PS, (1.4.12) 


定理 1.5 的 证 明 将 在 $3.1 中 给 出 ， 特 别 ， 由 定理 L5 可 知 若 P 在 
D 上 基 好 的 均匀 散布 点 集 ， 则 对 于 任意 «20931 


DP(P, D) = OU Τε), (1.4.13) 


注意 例 LS 已 请 明 均匀 格子 点 集合 的 散 麻 已 达到 O(n- 17) 它 比 
(1.4.13) 的 右 端 为 佳 . 所 以 按照 散记 作 度 昌 ， 则 均匀 格子 点 集 的 散布 
是 很 均匀 的 , 这 表示 不 同 的 均匀 性 的 度量 所 导致 的 结论 亦 往往 不 同 ， 
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但 由 于 均匀 格子 点 集合 的 点 数 为 形 如 n= m^ 的 数 ， 特 别 当 s £ 
E. m 增加 时 ， n 增长 得 太 快 ， 所 黄 这 是 一 个 不 利之 处 ， 残 使 
该 集合 在 实际 中 四 得 很 少 . 
1.4.4 IA (MSE) 

BE P-dxk—leg.ab Ct 上 的 一 个 集合 ， 则 对 于 任 
f] z € Ca, SA αι E 


d(2,2&(g) = mini «;«s dí, £), (1.4.14) 


即 πμω) 是 α 的 代表 .我 们 用 σία,σχωγ7 在 Ct 上 的 积分 作为 P 
在 .C* 上 均匀 性 的 度量 ， 它 称 为 Pn 均 方差: 


= ; 12 
MSE (P) - f. min d(z,z;)" dz. (1.4.15) 


E MSE(P) 在 量化 理论 中 很 有 用 (94.4). 用 下 一 章 介绍 的 方法 可 以 
来 计算 MSE(P)， 因 为 在 估计 偏差 时 常常 略 去 了 低 阶 项 ， 所 以 当 点 O 
集 的 点 数 小 时 ， 误 差 较 大 .例如 当 s = 2 及 n= 23 时 ， 我 们 选取 
一 个 形 如 (1.3.4) 的 gp 集合 ， 则 对 于 所 有 可 能 PER MSE(P) 的 
极 小 ， 给 出 a = 9; 而 由 寻求 所 有 P 的 偏差 的 极 小 ， 则 导致 — 7 
(HAR, ETS HHS (1990))， 如 果 寻 求 偏 差 的 准确 值 而 不 是 近 S 
EA, Ma D(23, 7) = 0.0903 与 D(23,9) = 0.0846, AAT 
差 的 斯 近 公式 可 能 导致 大 误差 . 这 两 种 情况 的 点 集 分 布 见 图 1.7. 


Ü 0.5 i : 0 05 
(a) n223, a=9 (b) n=23, a7 


图 LT 两 个 οἱ RA 


1.4.5 ΚΡ 

假定 Isak — 1,… n) 是 Ο’ 上 均 名 分布 U(C*) 的 一 个 样 
AR. ΠΑΡΑ UCC) 对 应 的 矩 很 接近 . 命 {e = 1, 
n) 为 C: 上 的 一 个 NT-net, 因由 {αι} 生成 的 经 验 分 布 函数 
接近 于 Τίς) 的 edf. (81.2). 所 以 由 (ex) 18 S IG FEAR I ΒΕ 
ie U(C*) ΧΙ ΠΟΘ ΆΕ. 

Bi, FAAS RR s = 1. 分 布 (0, 1) 的 关于 原点 的 


r EFF 1 


r+1' 
而 {ec} 关于 原点 的 r BrFF FE S 


με 一 r—1,2,-, (1.4.16) 


be. 
m. = — > ο), δρ (1.4.17) 


由 例 1.1 可 知 (a = 1353, E = 1,--+ n] 为 [0.1] 上 有 最 小 偏差 的 
点 集 ， 所 以 


1 n 
m, 2-085 r=1,2,.. 
` k=l 


fr {zai= 1,---,n} Æ U(0,1) 的 一 个 随机 样本 , 我 们 用 vo Æ 
a {αι} 的 r Brae. 图 18 给 出 当 n = 30,100 时 (m.] 5 
{or} 的 比较 ， 其 中 虚线 表示 v. — n. 而 实 线 则 表示 τι, — uu. 图 
EER m. WHE v, 更 接近 μ,, 所 以 由 NTM 得 到 的 集合 比 随机 
数 得 到 的 集合 优越 . 

在 表 1.2 中 ,我们 给 出 当 s — 3 及 各 种 时 ， 列 于 表 1.1 中 
请 方法 的 比较 . EzreU(C)W48iz;RmRiczüx3sm.dqma 
EE E(X,X;) = 1⁄4 = 0.25. 表 中 的 数据 表示 七 种 方法 的 ECX;X;) 
揭 样 本 矩 与 0.25 的 差 的 绝对 值 之 和 ， 由 宸 1.2 可 见 ， 从 样本 矩 的 
观点 看 gip RA AEREN. 


. 35 > 


Q 10 20 
(a) n- 100 (b) π- 30 


图 1.3 FARR 


.过 1.2 各 种 方法 的 比较 


E 35 138 266 507 1626 2440 
opi | 0.0062. 0.0156 0.0077 0.0020 0.0014 0.0015 
gp-2 | 0.0386 0.0255 ^ 0.0262 0.0178 0.0013 0.0037 
H-W | 0.06219 0.0119 0.0073 0.0024 0.0015 0.0013 


0.0706 0.0318 0.0171 0.0120 0.0073 0.0084 
Haiton ` 0.0815 0.0254 0.0188 0.0086 0.0034 0.0024 
0.0074 0.0053 0.0034 0.0012 
0.0054 0.0011 0.0011 


Hammersley 


515 球体 、 球 面 与 单纯 形 上 的 数论 网 格 


在 前 几 节 ， 我 们 已 经 介绍 了 寻找 ο” 上 NT-nets 的 方法 . 现 


在 我 们 要 求 在 一 些 特殊 的 区 域 ， 如 球体 ， 球 面 ， 单 纯 形 等 上 均匀 
散布 的 NT-nets. 这 是 一 个 更 为 困难 的 问题 ， 例 如， 我 们 要 在 单 


iA: 


Ba = (mg) ih +9? <1), (1.5.1) 


找到 一 个 有 n PAHS BR, E HE E 


` z = rcos(2n8), 


y = rsin(278), 


(1.5.2) 


此 好 (r6) e C2 Æ C? ΓΒῖ-:Π- NT-net P, = {frp θε). A = 
l,- n). 并 将 P 代入 (1.5.2), 即 得 By 上 ?个 点 


Ek = rk COST OR), 


Ye = rk sin(2s84), 


显然 这 些 点 在 Bo 上 不 是 均匀 散布 的 {图 13 (aD 而 且 大 部 分 点 
均 集 中 在 By 的 中 心 附 近 . ` m 

现在 我 们 来 解释 出 现 这 种 现象 的 理由 . ΑΕ (Χ,Υ} B L 
均 色 分布 的 随机 矢量 . 则 由 (1.5.2) 定义 的 (n6) 亦 是 随机 矢量 ， 
证 以 证 明 > 与 日 是 独立 的 ， 且 分 别 有 pdf dr: 


p.m) = 27, D < z < 1, 


pe(z) = 1, 0 < z < 1, 


及 cdf 如 下 : 


F(a)y=z2 O< z< 
F(zay= l, O< z <1 


COE C? 上 不 是 均 句 分布 的 ， 所 以 点 集 (1.5.31 在 B, 上 不 是 
均匀 散布 的 ， 由 蒙特 卡 移 方法 生成 连续 分 布 的 随机 数 方 法 的 启 
发 , 我 们 不 用 (rus θε}}, 而 用 E (ra), Fy (0))) = (Pe, θκ)} 
代入 (1.5.3) 则 得 


Tk = ντε cos(2m8,), 


k=l, e,m% (1.5.4) 
Vk = ντε sin(2m84), 


由 图 1.9 (b) 可 知 点 集 (1.5.4) 是 散布 得 很 均匀 的 . 

为 什么 集合 Pr = {ανν} 在 Ba 上 均匀 散布 ? 假定 p = 
{fra,65)} 在 C? BAMA ti d, 则 易 证 (Cms 6) 关于 
F(z,y) = F.(z)Fs(y) 有 一 个 F- 偏差 d (Bl 1.5). 


. OF 3 


给 定 (ανν) € Ba, 有 一 个 (2,9) € C? 使 
r= /qcos(27¢), y = //qsin(2=%@). 


我 们 用 N((r,8),P) 表示 P EMH [0,7] x [0,0] 中 的 点 数 ， 它 
等 Pr EREKE 


G = (Go y) τα = deos(216), y = dsin(259), 
0 < g< vr,0 < @ < 0). (1.5.5) 


中 的 点 数 . 矩形 [0,7] x [60] SRB ER G 的 面积 各 为 ro 与 
πτθ (Ed. 1.10), 所 以 


f u( Be) 
_{|N(G,Pr) πτθ 
~ TL T 


N((r,8), P) rd _ [xe ne _ (6) 


. (1.5.6) 


此 处 N(G,Pr) 表示 落 于 G 中 的 Pr 的 点 数 , 如 果 我 们 在 F- f 
差 的 定义 中 用 扇形 区 域 来 代替 矩形 ,, 则 公式 (1.5.6) 给 出 Pr 在 
.Ba 上 均匀 性 的 度量 ， 所 以 我 们 需 推广 F- 偏差 的 概念 


^ (a) | (b) 
His B. Elmer 
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ISN ὃς ο) 
(a) (b) 


图 1.10 cC? 上 的 点 映射 至 Bo 的 说 明 


定义 1.9 4 zcRX4—44 cài Ρία) 的 随机 矢量 ， 它 有 
随机 表示 z --Μτ), 此 处 z — U(C), ἐς s. θε {ex, 一 1,…,n} 
X C! LAWE d 的 一 个 NT-net. 则 我 们 称 集合 Pr = (hes) k = 

- n) 关于 Fie) d$ 8 PARE d. 

对 于 实际 应 用 ， 下 面 的 表述 是 有 用 的 . 命 = 是 一 个 s- 维 随机 
矢量 ， 它 有 随机 表示 式 


z = αφ), I (1.5.7) 


此 处 $= {81;… ο ας RL SR. ¿FSI 
idz é cdi X Fi) CW). ο. 
上 关于 G 有 F- ΒΕ 4 的 点 集 ， 则 集合 


Pr = tega), k= 1,... ,n} (1.5.8) 
XF FAH FRE d. 
"αν U(D) 时， 此 椒 D E R PH P B PCR. 而 
U(D 为 五 上 的 均匀 分 布 , RIS F- 偏差 给 出 D Dig 
”习性 的 一 个 合理 的 度 景 . m BU pdf H 


Tid # we D, 
ἰ 9, = rd D, 


pig) = 


* 39 : 


给 出 ， 由 附录 B 可知， 对 应 于 120,4. 的 联合 密度 为 
[πώ Hee ct, 
0, Ke 
此 处 
I Ji = det (TT? 及 r= (74). 
δΦ. 
H ER SE By g 


x57 Πο) 
此 处 ó; 的 pd. 为 pi(di). 所 以 


1 f μμ, 
— | 94-][5tr» 
ΙΡ. I] Fite) 


此 处 下 是 而 的 cd BR w = {r M Of). 

在 C' 上 给 定 一 个 偏差 为 d 的 集合 P = (onk = 1,.… , 7}, 
则 由 定义 1.9 可 知 集合 Pp = fay, k= L... n) ἘΠῚ F- 偏差 d, 
此 处 


-ᾱ. το ο ο. (1.519) 
对 于 每 个 re Ct, tr | 
| G, -[ε-ᾱ--εϕ),φ xr] (1.5.10) 
为 一 个 区 域 ， 易 见 当 = U(D) 时 | 
PE £ Ge) = «(G.)/«(D), 


命 N(Pr Gr) 表示 落 在 Οἱ 中 的 x. PR. ΠΙ 


N(Pp,Gr) ουν) 


GD(Pr, D) = Sup EXE v(D) | (1.5.11) 
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给 出 D 上 Pr 的 均 句 性 的 度量 . 我们 将 证 明 GD(Pr, D) 就 是 

fh F- 偏差 . 易 见 如 果 e, BTR R = (& : 0 < & < rh, m 

Zh = z(e) HÆ Gr P. MEL NCP r) = N(Pr. Gr) 此 处 N(P,m) 
AR {cx} BE Εν 中 的 点 数 ， 及 

NPF, Gr) ουν) κ μα. vi, 

n v(D) | ^] m v(D) 


IN(CP, v) : "- | 
= nra 一 neo : 


此 处 最 后 一 步 出 
t 
vG) = Jip = υ[ D Firi) 
(Ge) Í. ab = vn TF 


给 出 ， 央 此 


Ν aot 
GDÜPg, D) = sup σε Ge) i Filtri) 


-- Gs} 


"n 


- F(r) 


一 sup 
rect 


1 


此 处 F@) = Π! , AG), 有 端正 是 关于 Εἰσ) 的 F- 偏差 ， 它 等 
+ P = {αι} 的 偏差 ， 

总 结 上 面 论 述 得 下 面 的 定理 : 

定理 1.6 命 卫 为 如上 的 一 个 有 界 闭 区 域 及 a — U (D). [8 
XE mod AIER (0.5.7), 此 处 色 是 一 个 t 维 随机 矢量 ,具有 
Sh wig pdi ρι(φι) 5 cdf (gj),1<i<t 命 P= {e} 
为 Ct 上 一 个 有 偏差 d 的 集合 ， 则 由 (1.5.8) 定义 的 集合 Pp 有 
th F- WE d, 它 等 于 由 (1.5.11) 定义 的 GD(Pp,D) . 

定理 1.6 给 出 的 产生 D b NT-net 的 方法 称 为 道 变换 法 ， 
将 这 个 方法 用 于 一 些 特殊 区 域 D. 我 们 可 以 找到 D 上 均匀 散布 
HAW, A) DEA NT-net. 特别 我 们 考虑 下 面 的 区 域 : 
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A,—((n, zm a) 10S zi στ < z, X 1}, (1.5.12) 
B, = ίσα, τας) i22 +. + z2 < 1}, E (1.5.13) 
Uy = (231,724) a2 o 22 = 1}, (1.5.14) 
V, = ο Es) ΕΒ) irtee +2, ml] (1.5.15) 
T, --{ίαι,»:'ιαν) E Ro :m+ +2,=1}. (L546) 
此 处 
= fr (1.5.17) 
为 R, WERS. 
1.5.1 A, 上 的 N'F-net 
命 = (Xi,… ,X,) 为 在 A。 上 均匀 分 布 的 随机 矢量 ， 合 
Xi = φιόρο". Ds, 


X; = $2637: Ps, 
(1.5.18). 
X. 一 s-1%s; 
Xs = ds, 
此 处 $= (1.6, € C". 这 一 变换 将 C* MANE Α,. 我 们 在 
附录 B.1 中 将 证 明 : f i 
(2 di, be 是 相互 独立 的 ， 
(b) 4; 有 pdf jg? X cd 


F;(¢) = #, 了 一 1 (1.5.19) 


f 


此 处 OS é < 1. F; (ó) ΗΡΙ ΑΚ! 


FF‘) = e^. 
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假定 de) 是 C” 上 的 一 个 NT-net. ΙΙ {51} 是 4。 上 的 
N'T-net, 此 处 ay = (zk ,zxa) 其 中 


_ 1⁄2 1. 
Tki —Ckl€k, "με 


— F i- ος dia 
Tk) =Cpo Cha ， k—1,2.--.,n. (1.5.20) 


js 


1 
Eki 一 Ce | 


我 们 建议 读者 做 一 下 本 章 的 习题 1.12 METERA (1.5.20) 的 
散布 . 
1.5.2 ΗΠ. 上 的 NT-net 
命 z 为 在 单位 球体 B. 上 均匀 分 布 的 随机 人 矢量， 考虑 sha 
标 变换 (SCT) 
Xj = 4153 SO j= 1,-.. 8 — 1 
x, 一 中 1.92 tí S, 1 S,, 


(1.5.21) 


此 处 


S,—sin(y9;), | C; = cos(s 4), P-—lee,5-1d, 


S,—sin(2»$,), C, = cos(21$,), 


其 中 é (510,6) € Ct. 这 个 变换 将 Ch 映 到 B... HR ae 
B.2 可 知 . 

(a) $i T {ΕΤ Ἡ rg. 

(Dé; Ἡ pdt — 


οφ", @ 151, 
mo. EITANT, Fa, 
apy) 
2 2 


+ 48. 


此 处 Βία, b) ERJUR (beta) BI. 特别 有 ps($) = 1, 这 表示 ο, 
在 [o1 LER AS. d; BD cd 了 为 


$^ 荐 了 = 1， 
(GS) JP (sin xz)? dz, E 3 = 2, `. 8 
Biz, 二 一 了 -~ 


2) 2 
(1.5.22) 


由 于 当 ¿(> 1) 较 小 时 ， 上 面积 分 的 解析 表达 式 有 许多 项 
所 以 很 玲 找 到 F;(0) 的 道 歼 数 的 简单 表达 式 ， 

Aimee, RIDE 马上 均 句 散布 的 集合 : E: {ex} 
为 C* 上 的 一 个 NT-net. 计算 


ba o (1.5.23) 
= F; (eri), k=l m, ¿=2,.. ,8, 


此 处 {bri} 可 以 由 数值 积分 来 确定 (Yamauti (1972)). di 


j 
zx; = ba [Í SC ει, j=1,---,s-1, 
i=? (1.5.24) 


a 
Ties = bar H Ska 
s=" 


些 处 


Sy; —sim(mbg), Cee = cos(mbki), i =2,... ,8— 1, 
Ska = sin(xbrs), Cka = cos(zbkxs), k=l, οτε, 


则 证 = (σκιι-»' Ts), Ë = 1, tT Qn) 是 B, 上 的 一 个 NT-net, 

B 1.11 为 由 (31; 1, 12) 与 (233; 1, 144) 生成 的 gip 集合 所 
得 到 的 这 种 集合 iz.) 的 分 布 图 ， 着 来 两 个 集合 在 B, 上 是 均匀 
散布 的 . 
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(8) (b) 
图 1.11 Bs 上 两 个 NT-net 


419 我 们 经 常 遇 到 这 样 的 问题 , 它 需 要 我 们 给 出 一 个 B 
上 的 NT-net. 由 (1.5.22) 可 知 办 (i = 1, 2.38) 的 ed.£ 为 
FP =¢', 
Εκ) =5(1 — cos(z@)), (1.5.25) 
Fs($) =¢. 


车 fe = (σκι; €k2: Eka), k πε Ίντι” n) 为 c° 上 上 的 一 个 .NT-net, WJ 
由 (1.5.23) 与 (1.5.25) 可 知 


bki = ci s, bx; = = arccos(1 一 2ck2), bis = Cki- 
所 以 由 (1.5.24) 得 


i 
te = cis cos (ες arccos(1 一 2e12)) 
= eG 一 20.2}, 
Tk? = ὄκι sin(T5,2) cos(27543) (1.5.26) 
= 24/exa(1 — exa) ei cos(27cka), 
Tes = bk Sin(7bg;) sin(2bk3) 


= 2 Ck2(1 一 Cea) cli? βἰη(2ποκα), 
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RE [Er = (r ez, ση), k =1,---, 2} 是 Ba 上 的 NT-net. 
1.5.3 U, 上 的 NT-net 

für 为 在 单位 球面 如 。 上 均匀 分 布 的 随机 矢量 RARE 
标 变换 : 


jel 


Χιξ [ιο j=1,:.…,3-1, 
i=l 
m (1.5.27) 
Xs = H Si, 
dl 
此 处 
δι = sin(a), ， Ci = οοβ(πφι), i-1,-,5—2, 


S, 1 = sin(27¢,_1), Ca-1 = cos(214,—1). 


这 个 变换 将 ο,τι 映射 至 UV. 由 附录 BO2 可 知 
(a) di, ,9s_1 是 相互 独立 的 . 
(3 j-1l-,s—-l1Hf, d; É p.t 与 cdf 和 分别 是 


p; ο Ξ ποσο] 


sb 

Ε/(Φ) = / p; (t) dt, 
则 类 似 在 B, 上 寻求 NT-net 的 算法 , 我 们 可 得 Ὁ, ΕΙ NT-net. 

当 s=2 时 ，[0, 半 上 只 有 一 个 均匀 分 布 的 随机 变数 φι, CR 
有 cdf Fig) = ó. HB 1.1 可知 Q = ((2k—1)/2n, k 2 1... n) 
X (0,1) 上 有 最 小 偏差 的 点 集 ， 所 以 集合 | 
Σκι = cos(27(2k — 1)/(2n)), 
ee = Sin(27 (2k — 1)/(2n)), 


(sin($))*777 -1 
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EH MALY. REI We $659. 
当 s= 3 时 ， 有 两 个 独立 的 随机 蛮 数 φι 与 oe. 它们 分 别 有 
c.d.f. 
Fé) = σα — cos 74) 
58 
Faig) = ᾧ, 


Ë [(caa cam k = hoo πὶ 是 C2 上 的 一 个 NT-net, MRA z, = 
(Zk, Zen: σα), k = l.- ` n] 是 Us 上 的 一 个 N'T-net, 此 处 


Tki = l — 2ck1, 

κο = 2/cki(l — οχι) cos(2rep2), k=l, n. (1.5.28) 

Dea = yeki (l — cer) sin(2ze45), 
ix-— PKA TA Marsaglia (1972) 由 蒙特 卡 罗 方 法 得 到 的 结果 ， 
在 843, 我 们 将 给 出 男 一 个 更 好 的 产生 B, 与 U, 上 的 NT-net 
HTT TK - 
15.4 V, EA NT —net 

fe 对 为 在 单位 RAV, 上 均匀 分 布 的 随机 矢量 ， 命 

Xi = JÍ SOf i=l, 8—1, 


3 


ὧν (1.5.29) 


其 中 
S; —sin(-$;/2), C; =cos(ad,/2), ἐπι. ,5. (1.5.30) 


这 一 变换 将 C* AE V. 由 附录 B.S 可 知 
(a) $1, ,$s 是 相互 独立 的 ， 
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(b) ó; AY p.df. 与 cdf 分 别 是 


s471, 车 7 = 1 I . 
p;(@) = 4 fa 一 了 十 1) (sin Cay cos (55), 
# το... 8 


$^, f 3⁄ j=1, 
F,(é) = (sin (25) 7. E j=, 


ft (e= (ense) Em 1,2) Ἡ Ce 上 的 一 个 NT-net 及 
bk; = FP (ces), j-—lX:e,8, k-1lem 


Wü [me = (mkn Zk a) k = l,o n) 是 和 上 的 一 个 NT-net, 
其 中 


ἐ--1 


zri = Fr (ea) [[ (sin (ny) (cos GE 


j-2 


i=1,--.;8—1, 


Tks = FQ (cei) II (sin (EY). 
j-2 


HF 


所 以 
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因此 zug 有 简单 的 表达 : 


x -ο em = | . 
ki iu’ m T Ek iih tt, 
= 
ks =e Πω, k=l, e 


M s= 2 时 ， 我 们 有 
Tki = yeki (1 — ergh 
Deo = YERI Cea, 
1.5.5 T, E NT-net 


fir 和 为 单纯 形 T, 上 均匀 分 布 的 随机 矢量 . 


í-1 
X= So, i25. 5-1 
7=1 
a-i 
— 2 
X, = IT $?. 
J=} 


这 一 变换 将 Cs RE T. 由 附录 B.3 可 知 
(a) Qi T 为 相互 独立 的 ， 
(b) 当 了 =12 8 一 1 时 而 的 cqf 为 


. ἘΦ) = (sin (89) 


ft {eu k = 1, 


ΠΟ 


| 8 — 1, 
(1.5.31) 
sn. 
für 
(1.5.32) 
,8 — 1. 


im} C 上 的 一 个 NT-net， 则 类 似 于 
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OV, 我 们 知道 {ew ο 为 石上 的 一 个 NT-net, 此 处 ' 


4-1 
za = Ile (1 -- οἷς), —L2,:::,8 —1, 
j=l _ (1.5.33) 


a—l 
— 
Sk. = Cri k =l,- , 
ks ky? + 1 Fes 


j=l 
1.5.6 有 界 闭 区 域 上 的 NT-net 


| 命 五 为 一 个 Β’ 上 的 s 维 有 界 闭 区 域 ， 如果 了 有 一 个 参 

数 表示 (15.7) 且 适 合 上 面 所 述 条 件 ， 则 可 以 用 逆 变 换 法 寻求 在 
D 上 均匀 散布 的 点 集 ， 如 果 D 不 适 台 上 述 要 求 ， 则 我 们 建议 下 
面 的 程序 : tr Dc lab). 假定 { = 1 m) Ct [ΒΙΠΕ 
布 ， 定 义 | | | | 

bag = a; ο —aj)c ο 8, Beds m. (1534) 
则 {δι = (ba, baa). k = 1, 在 各 直上 均匀 散布 ， 命 
P.—í(zok—loe,.m)O {i} PEF D 中 的 点 集 . 则 Pm m 
Re D 上 均匀 散布 (8 1.12). 在 实际 应 用 的 大 部 分 情况 中 ， 这 
-FERARO 但 当 D 的 维 数 低 于 s 时 ， 需 作 一 些 变化 才 
能 运用 这 一 方法 . S D 有 一 个 参数 表示 (15.7) 时 ， 恰 如 As B, 
与 U, 等 ， 则 道 变换 法 比 这 一 方法 为 佳 . 


Wide 五 上 的 一 个 NT-net 


* BO - 


$16 其 它 方法 


from U(Dy, 此 处 DD 是 一 个 s ER, Ει(α) 是 Χι 的 
edt BIE Xj = ay jalo id io Sous XS BER edf 
为 Pies ti .Ti_14). Ἐξ 


| i= (X. | 


(1.6.1) 
Yi ορ νο 站 ` 


jae Rosenblatt ER (Rosenblatt (1952)). 由 类 似 于 定理 
Li 的 证 法 可 以 证 明 ， 每 一 个 Y, 有 一 个 不 依赖 于 Yi Yia 
[355 B D (G.i), BED Ys SY, X iad U(0,1) WAE 
换 o (Yren Y) Æ- ER, ΤΡΗ͂ D 映射 为 
C^. (X... Xa) (Yi, oL YO ARE RE = pdi 

“ΚΗ (1991) 用 Rosenblatt BME AH A,, Ba, U, V, 5 
JT 上 的 对 应 变换 ， 其 结果 与 王 元 与 方 开 泰 (19904) 建议 的 并 已 在 
81.5 daB iR HS Jy d PEE EARS ΠΠ E Fe Bi. 

ΕΕ: BASE qa hoch BRA EE — B. TERRE ROTE 
Em dE D EHI B n] Xn 


w= fy zc. tes 


JA z = (Zaye -, 44) FHL shat. ETS cd 分 别 为 
ο ο. if. a ' 


Ë = GS ee ΕΓ. 
则 由 定理 1.1 upAD. FQ) 在 Ct ΕΙ ΧΙΙ, WH 
z = fF (y). 


Ao 的 随机 表示 不 是 唯一 的 ， 我 们 可 以 由 不 同 的 表示 得 到 许多 
不 同 的 集合 ， 让 我 们 看 看 下 面 两 全 网 也 


τι. δ: 


[41.10 dr m 为 适合 s< 2m < s + 1 BM. HERE 
RA yE CP ΕΠΗ. " - 


23-1 = y —-2logY2i.1 cos (21 Y3,), 


i=1,--- m. — (18) 
Zn = y/—2 log Y2; ι sin(27Y4;), i 


这 称 为 Box-Muller 变换 (BMT) (Rubinstein (1981). 我 们 可 以 
dE EH 1 


z= (Zi Dt 1 Ze) ~ ΝΑ (0, Τε), 


其 中 NO, 18) 表示 s- REER. HH PIE) (2.2.23) 可 知 


z- (1.6.3) 


Vex 


在 U, 上 均匀 分 布 . 由 (16.2) 5j (1.6.3) 可 知 = TRH y Πα 
数 ， 记 z = gQ). 则 我 们 可 以 用 逆 变 换 法 找到 一 个 在 U, 上 均匀 
散布 的 集合 . 这 个 算法 是 Sibuya (1962) 与 Shaw (1988) 建议 的 ， 
但 这 比 81.5 给 出 的 方法 差 些 ， 粗略 地 说 ， 以 前 的 方法 仅 需 一 个 
(s 一 1)- 维 的 点 集 , 而 后 面 方 法 当 s 为 偶数 时 ， 需 要 一 个 s- 维 点 
jj. Ἡ s 为 奇数 时 ， 需 要 -一 个 (s 十 1)- 维 点 集 ， 因 U, 的 维 数 是 
s — 1, 所 以 由 一 个 高 维 的 点 集 来 诱导 出 一 个 低 维 的 点 集 是 不 经 济 
Bg. 前 面 方法 给 出 的 点 集 的 均匀 性 亦 比 后 者 好 些 ， 

让 我 们 用 样本 甜 来 比较 球 坐 标 变 换 法 ( 称 为 方法 D 及 BMT 
ik ( 称 为 方法 WD (81.4). € 1.3 与 14 纵 出 由 这 两 个 态 法 求 册 的 
PATER Re. Peak nU 表示 方法 ! 中 用 的 集合 的 点 数 ， 而 MÍO 
则 表示 用 方法 1 得 到 的 E(XQXQXu) HAR. Bn MQ) 表示 
方法 1 得 到 的 EXX) = E(X2) 的 样本 和 矩 ， 这 两 张 表 的 结果 说 
明 在 绝 大 多 数 情 况 下 ， 方 法 1 都 比方 法 UA, RY s 为 奇 
数 时 ， 更 是 这 样 ， 在 $43 中 ， 我 们 将 给 出 更 多 的 讨论 . 
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家 1.3 两 个 方法 的 比较 (s =3, nU = 377, n) 一 440) 


ΜΗ) = —0.00001 


D 
MD =0.00002 


(1) 一 
MÀ! =0.00004 


MP = -0.00181 ΜΘ) =0.00863 ΜΘ) = 一 0.00720 
uu EX; =0 

ΑΛ) =0.33332 ID 一 033333 MI 一 0.33334 

O MỌ sosm MẸ) = 033956 ΜΘ) —0.32324 
BX? =1/3 

G) — —o.0000: MG} = 一 0.00000 MD, = 一 0.00000 

MU = —0.00118 ΜΖ) =0.00054 Mi = —0.00649 


EX? =0 


— . 
wv, =0,19999 
(2) 


] 
m" ==0.20000 


wh, =0.20000 
(2) 


2) . u 
MU —0.20176 _ Maj, 一 0.20595 — Mssss -:0.19088 - 


EX) =1/5 


AR 1.4 MOARE (5-—4,nU)-— n0) = 307) 


MY 一 oooi  wiU =o0.00223 ΜΙ) =o.0002e μα) =c.00030° 
mM” a -000104 M = 0.00405 My? =0.00109 MV? 20.00269 
. . EO _ 

if) =o.28007 Mit) =0.24977 Mi) -so.25015 — MÍU --θ 25008 


: 3 1 
s 一 0.25024 MẸ 一 0.24993 Μη 二 0.24994 MẸ 0.24987 
EX? =1⁄4 
κ NEN | _ - 
ο  MÍU =0.00024 WY) = 一 0.00002 ak), 0.00003 
2 2j 2 . ; 1 ` 
Μι = 0.00026 Migh 二 0.000473 Me, = —0.00142 — MD) =0.00612 


Ex 一 0 


Mit), 20.42495 ail), =0.12481 


2 2 
. MO, =0.12356 M, =0.12673 


Mi). =0.12507 MY, =0.12507 
2 1 
αλλα 一 0.12458 Miga =0.12576 


EX] =1/8 


[1.11 fGEgy-(Yn ντ ντε) E ον 工 均 色 分布, BB Yi. 
V. iid. 及 Yo UO). RUE Ple) -- 1 ετ 是 标准 指数 
分 布 的 cdf HU PUN), PUY) 为 iia. Busy 
指数 分 布 . 命 


z= (Zi, tt Za} == GO) FU), 


DT 


z . 
"q^ U(T;), (1.6.4) 


此 处 e] m Zoo LZ, 为 的 h- 模 ΟΠΕ, Kou 与 吴 启 
Ἐ (1990), 1313 WD. Ἡ Y; - 1— Y; Ἡ BPE BY a 35 U(9,1) 与 


* == (Xis tT Xa) 


lgY; ^. | 
X; d —— — ἐπε i,- 13, (1.6.5) 
2, log Y; 
=! 


此 处 Š 表示 等 号 两 端 有 同样 的 分 布 ， 我 们 可 以 得 到 在 T. Ε38 
OI UE ME 前 {οι = tes: Ska), K 1... ny A Ὁ, ΓΗ 
一 个 NT-net E 


lo 时 学 | . * 
Be Rg k=l m (16.6) 
5 log ex; 
= 


ἡ fae = bra may) k z dye mi A T, bí NT net | . 
因 T, 的 维 数 是 s- 1 用 这 个 方法 ， 一 个 (s-d)- RIA 

是 由 一 个 s- SE E ES UE AY. AK rik 8 tg δ lt Ay 

Wm 51.5 ERR ELA d de. | 


习题 


id S$ Fs} δ Τα; (012, Sum, (0.25, 0.94], (0.44, 0.86), 
(0.67, 0.12). (0.88, 0.925 [0 fii 25. 
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1.2 求 出 由 生成 矢量 (31, 1, 12) 生成 的 gp RAR C? 上 一 个 31 
个 点 的 随机 数 集合 . 然后 由 这 两 个 集合 的 图 介 玉 比较 它们 的 
1415188. 

13 找 出 和 例 1.6 纵 出 的 dp RANAR . 

14 试 证 由 (5: 1, 2) 5 (5; 1, 8) ERR gip LE 
{提示 : 2.3: 1 (mod δ)). l 

LS M Ay = 15,9 = 1.75 δὲ Os = 2. riii ΠῚ 
集合 的 前 n= 100 点 - f ' 

1.6 用 分 图 城 方法 (03.9) 给 出 对 于 npud ΠΤΙ e 

1.7 对 于 m = 11,p2 = 13, BA H- 集合 的 前 m = 10 m, #4 
出 它们 的 点 图 

18 f a= (ea, ας), IAE o; 为 互 异 的 无 理 数 ， 命 κ, = δα 
(mod 1), k = 1,2,---, KE 4E 1 — (1,::-,1). 则 当 ο 选取 适当 
Bo {Wk} C^ 上 榴 匀 散布 的 无 穷 集 合 或 甚至 是 Ce 上 好 
的 均匀 散布 点 集 . 我 们 建议 下 而 两 种 选取 e 的 方法 : 

(a) € e = (pic ps) 此 处 诸 οι 为 吾 异 的 素数 - 
(b) E α — (pr, pr), 此 处 p 为 素数 ， 对 于 s= 4 E 
Hir E BEA TERRA RS. | 

1.9 ff =, = (EHD py... SEAL (mod 1), k = 1,2,---, 此 
处 请 pi ANWR. Wd {πι} 称 为 Haber Æ (51.3.4). 证 
BH Haber 集合 是 习题 1.8(2) 给 出 的 集合 的 子 集 ， 并 给 出 当 
8—2,n—50 É s= 4,n-— 50 ΠΠ Haber 集合 

140 Ας F, H Fo = F, = L Pap = Fit By (n > 1) 来 定义 .出 
{Fn} 称 为 Fibonacci 序列 RAT LER Put, Fina) E 
成 的 gp 集合 为 有 偏差 OFF log Fm > 8) HERES 
.散布 点 集 ， 试 对 于 n = 34, 给 出 由 Fibonacci 序列 来 生成 glp 
集合 GE Fo = 34), 

lii Fibonacci FAB) LE iT FRE: fü 1,… ,us 为 s 个 正 
LO Rig F; = a(i = Leys), 8 Em = F, i+ + 
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Fa-.(m = s + 1,s + 2,:--). WIR {Fm} A P X Fibonacci 
PRS. 我 们 得 到 一 个 由 【有 1 Ένα τν Fossa) 生成 的 s- 
Hk οἱ RA. 试 对 于 s=3 生成 gp 集合 

1.12 试用 生成 矢量 (31; 1, 14) 与 (144; 1, 89) 在 Az 上 生成 两 个 
NT-nets. 并 给 出 它们 的 点 图 . 

1.13 试用 生成 矢量 (31; 1, 14) 与 (144: 1, 89) Æ B, 5 Us EE 
成 四 个 NT-nets. 

1.14 用 习题 1.13 同样 的 生成 矢量 在 T, 上 生成 两 个 NT-rets. 

145 fp AWXRM sx s EC AEE E, = {2:2 £1) Xj R° 
ΕΙΚ. πῆ ED, = (x: ='Ax = 1] 为 E, 的 表面 ， 找 
出 v(E,)  v(ED,) 以 及 E, 与 ED, 上 的 NT-nets. (提示 : 
ETH ΤΊΕ TT = A). 

116 f Xi D={(2,y):y < sinz,0 < z < z) EATUR. iE 
出 一 个 在 石上 生成 NT-net 的 途径 . 

L17 给 出 计算 (1.5.33) 中 {za} 的 递 推 公式 (84.3). 
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第 二 章 ”统计 中 多 重 积分 的 近似 计算 


@ D 为 一 个 R' 上 的 有 界 闭 区 域 ， ffs) 为 一 个 在 D L sg 

ΝΗ ΒΗ δα. 我们 希望 计算 定 积分 
| If) = fs Fla) dv, 

此 处 du 表示 D AAAI. 对 经 常用 到 的 区 域 D, AME, 
球体 ,球面 与 单纯 形 等 ,本章 将 给 出 Ι(ῃ KDR, 然后 利用 
这 些 公 式 来 求 各 种 元 元 连续 分 布 的 概率 与 矩 . 为 了 完整 起 见 ， 我 
们 将 对 各 种 多 元 分 布 作 一 扼要 介绍 ,其 中 包括 椭 球 对 称 分 布 ， 多 
元 Liouville 分 布 及 可 加 若 吉 斯 攻克 椭 球 分 布 


82.1 和 矩形 上 数 什 积 分 的 数论 方法 


普 先 命 喇 为 C* É fay 在 C: LEN. BRAD 
If) = fo. Fr) dz. . (21.1) 

注意 被 积 所 数 需要 属于 菜 一 函数 类 , 例如 连续 函数 类 ， 有 界 变 差 
前 数 类 或 可 微 画 数 类 等 ， 国 多 元 统计 中 经 常 午 现 正 态 分 布 ， 所 以 
关于 正 态 和 分布 的 概率 与 征 的 计算 有 不 少 有 效 的 方法 这些 方法 
可 能 比 本 节 介 绍 的 方法 更 有 北 . 但 是 ， 林 节 所 介绍 移 方 法 不 仪 可 
尺 由 于 多 元 正太 分 布 ， 而 且 训 以 用 发 绝 大 多 数 多 元 连续 分 布 . 今 
后 ， 各 种 方法 的 比较 是 基于 被 积 哨 数 属于 菜 特 定 的 阔 数 类 ， ΤΊ 
介绍 近似 计算 积分 (2.1.1) 的 几 种 途径 ， 
2.1.1 BRAK 

我 们 将 重 积分 (2.1.1) 化 为 D, 二 上 单 重 积分 的 累 次 积分 ， 即 


` ΕΤ. 


If) = [5f dz; nn a) das, | (2.1.2) 


然后 运用 单 重 积分 的 求 积 公 式 来 源 次 应 用 于 (2.1.2) 的 每 一 个 单 
重 积分 上 ， 例 如 用 单 重 积分 的 Simpson 公式 ， 如 果 对 于 每 个 单 重 
积分 用 m 个 点 ， 则 用 来 近似 计算 (2.12) 的 总 点 数 为 n= πι". 当 
s 大 时 ， n 增加 得 很 快 ， 如 果 微 坎 Bo7/arl…azv 在 C" ΕΒΕ 
续 , 则 这 一 方法 的 收 敏 速度 仅 为 O(n-11*) 或 在 条 件 σεβ᾽ πε 连续 
CF. Hj Simpson 公式 可 得 误差 O(n77/^) (华罗庚 与 王 元 (1981)). 
所 以 这 一 方法 几乎 是 无 用 的 . 
2.1.2 MKF HE | | 

4 年 代 兴 起 的 另 一 构造 求 积 公 式 的 方法 是 S.Ulam 与 J. von 
Neumann 的 蒙特 卡 罗 方 法 的 一 部 分 ， 蒙 特 卡 罗 方法 的 基本 忆 想 
是 将 一 个 分 析 问 题 转化 为 一 全 有 同样 解答 的 概率 问题 , 然后 用 统 
计 模 拟 来 研究 后 一 问题 ， 典 型 的 方法 是 下 面 的 所 谓 样本 均值 莹 
特 卡 罗 方 法 (或 样本 均值 方法 ). 

假定 2— Q3, - X,) 为 在 C 上 均匀 分 布 的 随机 矢量 ， 则 
ία) 为 一 个 随机 变数 ， 其 期 望 与 标准 离 关 分 别 为 

BGE) = | fede = ΠΠ 
" 
与 
. X 1⁄2 
eset = (f fia)? de — EC Y") 
m 

如 果 我 们 取 m 的 ?个 独立 样本 αι," ,z, M ICA) 85 Ted hit 
. 就 是 它 的 样本 均值 


I(f,n) = ges | (2.1.3) 


HRAME, Yn oo 时 IT(f,n) 以 概率 为 1 BSD T(f). 由 
中 心 极限 定理 ， 当 n 大 时 ， I[f,n) ΕΕ, MAR 
们 可 以 得 到 ， 例 如 | 

ITU, n) — (F) € 1966(f)n7 17 (2.1.4) 
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Εν ΜΙΑ 0.85. 尽管 当 s > 4 hF. (21.4) rpg 22 A 
O(n?) E O(n 28) 杂 得 多 , 但 (2.1.4) rB BER E ΕΒΕ X RU 
而 不 是 普通 的 绝对 误差 . m E 1 DAEA 


um. SUP V 21n( CSI n) aX ο. e) σ΄) 


成 立 的 概率 为 1, 所 以 蒙特 卡 罗 方 法 的 收敛 速度 在 任何 情况 下 可 
以 说 不 低 于 O(n (In a/a). 


2.1.3 数论 方法 


多 重 积分 近似 计算 的 数论 方法 基于 Weyl ($12. 815) ue 
下 的 均匀 分 布 理 论 {注意 ， 在 国内 的 数论 界 文献 中 用 术语 “一 
分 布 ”). 


命 Pi = (C) k= Ίντι} Ce 上 的 一 个 点 集 ， 如 果 它 是 
C* 上 的 一 个 NT-net, PEASE. 则 我 们 可 以 用 


IF, Pa) = Mem (2.1.5) 


Ri WMI f), 并 称 之 为 NT- 均 值 方法 . 那么 NTM 的 误差 估 
计 是 什么 呢 ?要 回答 这 个 问题 ,我们 要 引进 Hardy 5j Krause & 
M25, HHH 有 界 变 关 概念 (IP Bets Coo (1981)). 为 简单 起 
见 ， 我 们 叙述 s= 2 的 情况 . 对 于 任何 正 整数 L m 及 C? 的 一 个 
358] | 
f O= rg <> co < aí =], 
ΠΗ τετ X Um = 1. 


Ἀιοίσιι v) = firi V) — Τίσι. v). 
Ao flr y) = fim yia) ~ }ία, uj) 
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Aiuf(zi yj) = (mri Yt1) — Frist1i νὴ) 
— f(zi ΕΕ 
=AioAo f (tà Vj), 


此 处 δία, y) 为 C2 上 定义 的 函数 ， 则 


[-1 m—1 


Vo = Σπ ο] >> Διο/ (ος, 1)] + > 1o f, y; 


t=0 1Ξ0 


BA f(z,u) KT o MEH. 如 果 (4) = sup, V, < oo, M ;ία, y) 
称 为 在 Hardy 与 Krause 意义 下 的 有 界 变 差 务 数 , 而 V (P) 称 为 
TE C? 上 的 SBS. 这 一 概念 容易 推广 至 任何 维 数 οἱ» 2) (E 
BRE FL (1981). 这 足 数 类 的 定义 过 于 技术 性 又 难于 掌握 ， 
特别 当 s KH RR. —PRABERB, BAZ RHA 
HE, CHEMERLFHARRERRAR, ΕΤΟΣ ΠΊΕ ` 
£T. iXk— BE S25 H Bouleau (1990) 定义 ， 而 由 Pages 与 Xiao 
(1991) 所 发 展 . 

定理 2.1 BE p. C* Ε{Π ARA HE Din) 及 f(z) 
为 C* 上 在 Hardy 与 Krause 意义 下 有 全 变 养 ῃ MEAE 
μα. ΠΙ 

HC) — TU. Padl < V G)D(n). (2.1.6) 


Sj ατα] 时 ， Koksma 证 明 了 这 一 定理 . Hlawka 将 这 一 结 
困 推 广 至 5-1 的 情况 (EF Bt 3 3: 70 (1981), 第 五 章 ). 
假定 导数 
- 9} 
Br1... Or, 


存在 ， 且 其 各 低 阶 导数 缘 在 Ce ΕἸΠΕ L. 则 我 们 可 以 证 明 


| (2.1.7) 


. Vf) < 2" L, 


" BO * 


所 以 


IG) — 1G. Pall < 22 L D(n), (2.1.8) 


由 于 工 比 较 易于 估计 ， 所 以 (2.1.8) 在 实际 计算 中 是 有 用 的 . 

由 定理 2.1 可 知 当 noo BJ, HF P4.) — (f). mi H as 
速度 为 D(n) 我 们 可 以 找到 一 个 P, 使 Din) = O(n 118), HS 
D(n) = O(n-Mlogn)). 34 s > 2 时 ， 这 些 结果 比 数值 积分 中 的 
样本 均值 蒙特 卡 罗 方 法 的 误差 On 2) 好 多 了 .进而 言 之 ， P, 
的 表达 式 并 不 复杂 而 且 便 于 在 计算 机 上 产生 . 所 以 相 比 于 经 典 方 
法 与 蒙特 卡 罗 方 法 ， 数 值 积分 中 的 NIM 有 较 大 的 优越 性 . 

实际 上 , 当 被 积 函 数 足够 光滑 时 , ΑΚ ΕΡΕ O(n^ (log n)*) 还 
可 以 进一步 改进 例如 收 化 速度 达到 Ο(π “(jog π) ο ία > 1) 的 
求 积 公式 是 存在 的 【华罗庚 与 王 元 (1981), kÆ (1990), Pagès 
与 Xiao (1991)). 

我 们 先 看 一 个 简单 例子 ， 假 定 随机 矢量 = ~ NS (0,15), 此 处 
N3(0,7) 为 R° 中 的 标准 正 态 分 布 ， 我 们 欲求 z E OC? ΕΝ 
率 ， 即 


1 pl pt | 
p =f / / (22) 5Pexp | - το +22 zx dridzadr3 
ῃ Jo Jn 2 
= Í feas 
3 


实际 上 , p-[5(1)-9(0)P = 0.039772181953, itat (x) 为 N(0,1) 
的 edf 假定 (wak = L... n) 为 C? 上 的 一 个 点 集 及 我 们 用 


5= 二》 fü) 
k=1 


来 计算 p. 我 们 取 下 面 三 种 点 集 : 1) 均匀 格子 点 : (261,35, 
= 1 mi 2) 由 蒙特 卡 罗 方法 生成 的 Ca 上 的 随机 


数 ; 3) lp RS (81.9). 由 于 1) 中 点 的 个 数 取 形式 n= ms, 所 以 
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我 们 取 满 足 ma > n 的 最 小 m. 表 21 给 出 这 三 种 点 集 的 比较 ， 
ΕΒ NTM 是 最 好 的 


表 2.1 三 种 点 集 对 应 的 误差 呈 一 旋 


n SERRA 随机 数 n gp 集合 


64 — —2215e 07 35  —2121e 75 35  —1.162e OF 
35. —1415e 9* 101 1.9377? 101 5.380€ 7 0-5 
720 | —4358e 735 597 6.3496 0-9 sor  —a.979e 9$ 

1128 - —2.451e79-5 1626  —8.560e€ "5 1628 6.088e 9-6 
5832  —1090e 9-5 5037  —3.248e "^ — 5037 2.682e 0.7 
39304 —3.07T2e—°5 ^ 39029 1.3420 09 39029 . 2438e 9? 


E D = [eð] = [es bi] x .… x [os b], 则 积分 
I(f)= i, f(x) de , (2.1.9) 
可 以 用 和 | 
KF, Pa) = i > fies + by 7 oe as (b, ca)cks), (2.3.10) 
k=l 


来 近似 ， 此 处 Ph = {οι = (Ck ces) Ë = l... n) 是 一 个 Cs 
ΕΜ NT_net 因此 集合 - | 


{ίαι 十 (δι 一 α1)εµι, ΠΤ + (b, 一 Gg )Cks); k= 1, tt nj (2.1.11) 


在 eb LHRH, BEA [α, 中 上 的 一 个 NT-net. 

为 了 提高 数值 积分 中 蒙特 卡 办 方法 的 葡 困 ,有 不 少 缩小 方 状 
的 方法 被 设计 出 来 , 例如 分 晨 抽 样 、 重 要 抽样 、 丰 关 抽样 与 WE 
随机 是 方法 (Rubinstein (1981) 58 P3 ER). 我 们 对 于 一 维 的 情况 来 
介绍 最 后 一 种 方法 ， 此 时 


1 
if) = / He) da. 
G 
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E 
r= iG) fü a) de 


$us.) 为 一 个 随机 数 集 侣 ， 则 
η) = Dale) = E De) fl — x) 
BENE z=] 


为 IU) 的 近似 ,在 (2.1.3) πε, HSn) EE o? ()/n. 由 于 在 
I(g,n) PERE) 2n 个 函数 值 ,所 以 I(g,n) WA v? (g)/n BH 
c?(f)f2n 进行 比较 . 车 了 为 [0, 1 上 的 连续 单调 函数 ， 刚 可 以 证 
明 | 

ez; 0. 0 0 Quam 
这 说 明了 方差 被 降低 (Rubinstein (1981))， 这 一 方法 可 以 推广 到 . 
SRM. WRB. RINU s= 2 来 前 明 这 一 方法 : 


ine Í f eise 


i pl 
=/ / [Ge y) + fC — rg) + f(x, 1— y) 


+ fO zl— ydrdy 


-L 1 
=j { g(z, y) dedy, (2.1.13) 
Ü fg . 
此 处 
BU y) = ifs iay t fÜ xa) e Fm loue fü -zl-gyl] 
AR AE o 来 二 用 公式 (21.5, SEE = WHOL. WARS 


RÄT (1993) WEBA TRT (2.1.1125 的 绪论， 入 个 方法 可 以 用 于 
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ONT 积分 法 ， 它 被 称 为 对 称 化 方法 . 在 很 多 情况 下 ， 这 一 方法 显 
示 有 优越 性 . 我 们 还 育 一 些 被 积 函 数 对 称 化 的 其 他 方法 〈 华 多 中 
与 王 元 (1981), BAW). l 
在 913, 我 们 介绍 了 几 个 产生 NT-nets HA 由 定理 2.1 
WM ΝΤ πεις P, Hise). WIP.) 与 Wf) 之 差 的 绝对 

值 亦 小 . (2.1.5) 中 的 τι 常常 较 大 ， 而 P, 的 偏差 又 不 易 精 确 估 
计 ， 所 以 偏差 并 不 是 求 积 会 式 的 误 关 估计 前 叭 一 度量 , 许多 作者 
用 下 面 的 方法 来 进行 比较 : 选择 几 个 产生 NT-nets 的 方法 及 一 
些 补 积 孙 数 ， 它 们 对 任何 维 数 均 有 定义 并 且 其 积分 值 已 知 ' 然后 
对 于 不 同 的 。 及 NT-nets 与 被 积 应 数 来 进行 比较 ， 这 仅仅 是 一 
个 启发 性 的 方法 , 但 在 实际 使 用 时 却 很 有 用 处 我们 引用 Pagés 
与 Xiao (1991) 上 的 一 些 数 据 ， 他 们 用 了 如 下 的 数 信 方法 : 

(a) g1; X r d (1.3.7) BX; 

(b) H- RA; 

(ο) SH- 集合 ， 即 攀登 的 Halton RE; 

(d) HE-®&, 即 Halton 型 集合 ; 

(e) F- &, 即 Faure 集合 ; 

(f) MC- 818; MERESTE, CH-TERHARRE 
器 生成 ; . . . l 

δα = Qz, (mod N), HR a = 31415821, N.= 108 及 zo = 
10*. C* EAS HRB ΧΧΧ! 


8 


Ji (z) = sin (2x »» za) ; 


#=1 


fx (m) -GYm e= — 1)exp ( >  (2=; — v) ; 
icl 


i=l 
Γαία) -Η πι — 1; 
Γαία) =] [exp (—2(z; — 0.5)’), 
1=1 
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所 用 的 维 数 为 s = 2,3,5.10, 15, 20. 95, 30, 40. HAR, 他 们 得 
到 如 下 结论 : 蒙特 卡 罗 方 法 显然 是 最 差 的 , 在 天 多 数 情 况 下 gpl 
一 贯 都 是 最 好 的 ， Halton 型 序列 亦 很 有 将， 正如 Braaten 与 
Weller (1979) 在 他 们 的 工作 中 曾 指出 攀登 的 Halton 序列 的 收 
SURE tL Halton 序列 有 总 著 的 改进 . 

关于 数值 积分 还 有 其 他 一 些 有 用 的 技术 (Haselgrove (1961), 
ἘΞ RI 38 53 ΠΗ 3ΒΠΙ (1980) 及 Davis 与 Rabinowitz (1984)), 本 书 不 讨 
论 这 些 成 果 ， κα 

$2.2 球 与 栅 球 对 称 分 布 


我 们 已 经 指出 与 多 元 正 态 分 布 有 关 的 许多 问题 都 得 到 了 很 好 
的 解决 . 但 对 于 绝 大 多数 非 正 态 多 元 分 布 来 说 ， 情 况 就 完全 不 同 
T. 为 了 说 明 NTM 的 应 用 ， 最 好 将 它 用 于 非 正 态 分 布 ， 本 节 ， 
我 们 将 定义 球 与 稍 球 对 称 分 布 ， 它 们 是 多 元 正 窟 分 布 的 推广 ， 而 
且 将 给 予 这 些 分 布 类 以 简单 的 讨论 . 

定义 2.1 如 果 对 每 一 个 s x s 正 交 方 阵 Pd 

Pr Š z. (2.2.1) 


则 sx 中 机 矢量 z 称 为 遵从 球 对 称 分 布 (或 简称 为 球 分 


85). 
ἜΠΗ RSH ΤΕΛΗ BBE, MARR, Kotz 与 
RA A (1990) 的 书 中 的 定理 2.5. 

定理 2.2 ἡἠταξ (X, X, 为 一 个 sx 1 随机 矢量 . 出 
下 列 命 题 是 等 价 的 : | - 

(a) zŠ Pr 对 每 一 个 正 交 方 阵 PRE: 

(b) z 的 特征 函数 具有 形状 (b), 其 中 2: R, O R, HR 
APPR BM. πὶ Ry = {r:r > 0}: | 

(c) α 有 一 个 随机 天 示 

x Š Ru), (2.2.2) 
此 处 Re R. 是 一 个 随机 变量 ， 而 且 与 u) ~ UU.) 是 独立 
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m. 
(d) 对 于 任何 ας R*, 公式 
az = la|X,, (2.2.3) 


成 立 ， 此 处 jla? = wa X, 是 x 的 第 一 个 分 量 . 

随机 表示 (2.2.2) 指出 球 分 布 的 数目 与 全 体 非 负 随 机 变数 (请 
R) 是 相同 的 . 所 以 我 们 称 ROW x AS EREA 一 般 说 来 . 球 分 
布 不 一 定 具有 密度 . 如 果 存 在 密度 , 则 一 定 具 有 形状 gra), 其 中 
ο1 R, — R, 为 某 一 函数 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 将 记 为 = ~ S,(g) 
并 称 g 为 密 麻生 成 元 . 进而 言 之 ， 我 们 有 下 面 的 事实 ， 

定理 2.3 F z Š Ru) 有 一 个 球 分 布 ， 则 各 有 一 个 密度 生 
成 元 g(-) 的 完 要 条 件 是 RARE f(-), 而 且 οἱ) 与 fO) 的 关 
RA | 
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证 明 见 方 开 泰 ， Kots 与 吴 启 宏 的 书 ((1990),35 WD. 如 果 s= 

Ru? HEFE WWE TTA ARH R MENER. 对 于 偶数 2t; > 
D, i=l: e 我 们 有 


so) -ate set, I Ir +t), aa 


——— rU gr?) (2.2.4) 


BERE £= t +: T ts. 特别 我 们 有 均值 向 量 及 HA 3E 4B PE 

E-0 5  Cog- - EU. (226) . 

定理 2.4 候 定 502 M zm = (Gu m |) ess. + Ë = 
ABR AB BR AB ΒΕ l 


j-1 
s, = e (Tsina) cos 0;, izxjijzs—l, 


k=] 


s--1 
z,— R 机 ann) N 


k=l 


(2.2.7) 


η R> 0,8, € [D m), ἃ —1,---,8—2,8, 1 € [D, 27). ΠΗ 
(a) 8,01, 9 1 相互 独立 ; 
(b) Rib p.d. £ H (224) BH; 
(c) θι 的 p. d. f. 为 


一 sa 的 
si ) 
0 < 8k <7, k= Ίντι ,8 — 2; 
(2.2.8) 


(d) Bi ~ (ο, 2π). 
关于 证 明和 的 细节 与 讨论 ， 请 见方 开 泰 ， Kotz SRALW 
+ ((1990), 2.2 ΠΣ). 
νου 118 
z Š µΕΣΙψ 3 p+ REV), (2.2.9) 


此 处 EU? A EER AR, w MA s- 维 球 对 称 分 布 ， 则 称 οχι 
随机 矢量 z 有 一 个 椭 球 对 称 分 布 (或 简称 为 MR), CAB 
参数 站 :sx1 及 中 :sxs 呈 >0 若 和 5( 的 及 于 >0 刚 我 们 
记 ze EC. Eg) 变 元 RBA s WERT- 
当 £o Ες.ἰμ, E, g) H. zl p-d.. 为 
[det E|- g((z — u)'E ! (e — μ))- (2.2.10) 
下 面 的 例子 无 论 对 于 本 书 或 对 于 应 用 都 是 重要 的 . 
例 2.1 多 元 正 态 分 布 ， 
车 reECLnEg),RH' 
g(u) = (22) 2 exp (- τα). f (2.2.11) 
则 称 z 有 一 个 多 元 正 态 分 布 Ν.(μ,Σ). 由 (22.10) 5 (22.11) 可 
知 Ν.(μ.Σ) 的 pdt 为 . 


(27)-*/7| det 到 一 172 exp {- ja --μ)Σ ία — 中 (2.2.12) 
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其 中 


E (mz) = p 5 Cov (m) = X. (2.2.13) | 


pi 2.2 对 称 Kotz 型 分 布 . 
车 第 人 EC, (g... g), 此 处 


g(u) ο 7! exp(-bu!), ὑ 120, 2N 425252, (2.2.14) 


其 中 C, 是 正规 化 常数 ， 我 们 则 称 es 含有 一 个 WR Kotz MS . 
4 3p b= $4:—1E N= 1 时， 这 个 分 布 即 化 为 多 元 正 态 分 
布 . 
关于 对 称 Kote 型 分 布 更 详细 的 讨论 请 见 FRE, Kotz 与 
mu (1990) 3.2 35). 
Bi 2.3 对 称 多 元 Pearson 型 VI 分 布 . 
# z ~ EC(uE g), 其 中 
g(u) = C,(1 4-t/ m), N 5 4/2, m 0, (2.2.15) 
WGK z 有 一 个 对 称 多 元 Pearson 型 VII 分 布 , 其 中 C, 是 正规 化 
常数 : | 
= (mm) "2 T(N)/T(N — 8/2). . (22.16) 
我 们 将 这 一 分 布 记 为 2 ~ MPVIL(,E ο). | 
”对 称 多 元 Pearson 型 VII 分 布 包括 一 些 有 用 的 分 布 , 例如 多 
元 二 分 布 MMF N = (πι s) 及 多 元 Cauchy 分 布 (对 应 于 
m= 1 N = k(s+1)). RIER Em thA a~ Mt,(ma X). 
πι 为 正 整数 时 ， 儿 元 + 分 布 可 以 定义 为 
|  z==z/W, (2.2.17) 
ΗΚ} x ~ NM E) 独立 干 wa~ Xm: AJL xm AA EH BE. πι 的 


Chi- 分 布 - 
f =~ MPVIL (LE, 9), X oi (2.2.15) Hi, Xr RH 


a 68 + 


z HER Wl) T= R2 A pdf 
1 
B(s/2, N- s/2) 


(HH, Kotz 与 吴 启 宏 (1990), 82 页 ) 及 


m 


m/l tfm, ενα (2218) 


E(z)=p, Οονία) = zy ce (2.2.19) 
fil 2.4 对 称 多 元 Pearson 型 II 4476. 
车 z~ ECE g) Ap 
I'(s/2-Fm-41 m 
τ » OSush m» 
(2.2.20) 


RUB «5-1 对 称 多 元 Pearson W II 2-35, Βάλα MPI, (p, 
2,9) 2 的 生成 元 RH pdf 为 
` 2T (s/2 + m + 1) 
DL(s/2) (m + 1) 
ΕΤΕ. R? -. Be(s/2,m + 1), xL Βεία, b) 表示 参数 为 (a,b AR 
ΙΒ yf. = 的 均值 向 量 与 协 方差 矩阵 为 
E(z) = Cov (z) = (s +2m + 2)- 1E. (2.2.22) 
H25 多 元 均匀 分 布 . 
fr w^ X U, 上 的 均匀 分 布 随机 矢量 ， 即 αἰ’ ~ U(U,). Wi 
对 于 任何 2 ~ EC,0,1,,9) #8 
f a) Š g/l]. . (2.223) 
特别 我 们 可 以 取 2~ NOSE, 这 在 例 1.11 中 已 经 用 过 . 
Ü me (8), Ws BAR, Remo RA p.d. 


rali- r3)", ος ς1, (2.2.21) 


fs, X 0zrzxl 
KORE P ”其 他 情形 (2.2.24) 
读者 可 以 在 方 并 泰 ， Kotz FRA ((1990) 第 三 章 ) 的 书 中 找到 
本 节 所 提 到 所 有 钢 子 的 详细 讨论 . 
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§2.3 多 元 分 布 的 概率 的 计算 


本 节 我 们 将 给 出 一 些 例 子 来 说 明 如 何 用 NTM 来 计算 一 个 连 
续 多 元 分 布 的 概率 .我们 仅 考 虑 椭 球 分 布 关 作为 例子 . 

Six oz NE. Up x 有 一 个 pdf (22.12). -- RK. 
αν EE [e b HARE ARP RAR, RRM RE 
SR. AVES RFE ehh g yk Pa (BEAK RB (1990)), 这 些 方法 通常 
WRB GH, (ELA PS π τε απ. 8, NTM 
可 以 用 于 任意 连续 多 元 分 布 ， 

Bi2.6 多 元 分 布 的 定 恨 概率 ， 

如 果 随 机 矢量 α 的 期 望 为 EIC 3 — h rh BJ EY 
为 定 限 概率 . 当 α- ORT. BAUS RR. Pin Gupta 
(1963) 给 了 一 个 详细 的 综合 讨 伦 ， Steck (1962) 给 出 等 相关 情 
况 下 与 定 跟 概率 有 尖 的 重要 结果 一 个 综述 .Jolmson 与 Kotz 
(1972) 给 出 了 一 些 其 IHR SHUR. JU Y HH NTM ΑΕΡΑ q 
[πμ RJ ΤΗ ΔΕ, 3541046 Hi Tor fem. 

l R= (pj) Ae f. R” 中 的 相关 和 矩阵. 则 已 知 定 限 概率 等 


E h Í (2«)- - LL js dz 


=; + Š (arcsin pis + arcsin p,5 + arcsin eos). (2.3.1) 


更 在 我 们 用 NIM 来 计算 p. HH iF Z Fi mp EA πὶ AU 


r^ 5 , 1 
DR | -j ΟΙ, εκ. (2.3.2) 
e Ú 


利用 οἰν 集合 及 (2.1.10), EN (2.3.2) 五 端的 近似 什 ， 当 
Oye = Pig = 023 = 0.5 Wf, £k Hin Yd 22: [ΞΕ 220 hl, # 
nek, WARES, fae. ΗΕ 81Η Re ae Hi a, 
hb 2440 BER Pon = 10,007 时 的 结果 ， 


e TÉ - 


表 2.2 ZRH (P= ms = pss = 05) 


n p 的 近似 什 ET 


135 0.2599914 1.060 x 1077 
1010 0.2505930 5.93 x 1077 
2440 0.2502970 2.97 x 10 2 
4040 . 0.2503471 3.47 x 1074 
5037 . 0.2498223 一 1.77 x 1074 

， 10,007 0.2512536 - 1.28 x 1 3 


39,024 0.2500323 3.23 x 1974 
oo 0.26 


尽管 (2.3.2) RER HS EUR ECC AR DE, EARR R 
称 化 方法 ,计算 精度 可 望 进一步 提高 . 但 需 注 意 在 应 用 对 称 化 方 
法 时 ， 计 算 积分 所 需 的 点 数 亦 需 增加 ， 即 对 于 s 重 积分 来 说 ， 所 
需 点 数 为 原来 所 需 点 数 的 2" 倍 - Ede 23 b. EAL n 中 τι 的 
实际 数值 应 为 揪 弧 中 的 数值 ， 即 23 x n = Απ. ERE 22 与 表 
2.3, 我 们 见 到 当 被 积 函 数 对 称 化 方法 使 用 后 ， 计 算 的 精度 的 确 梓 
提高 了 . 


3 23 定 限 概率 (对称 化 方法 , ma = Pis = fos = 0.5) 


n p RETE 误差 


135(1080) —— 02508502 -8.59 X 1074 
597(4776) ο 0.2501168 137 x 1073 
1010(8080) 02500185. 1.88 X 107% 
` 2440(19,520) 0.2500008 8.00 x 1077 


oo | 0.25 
—— —————— —— 


WW 2.7T £L trn BJ E RAE. 

ou t rh ENERTEB[ 2.3 «PEUT. doe Mtm OR), 此 
d RA x ΠΗΡΕ, GE AFP Se. Kote SRE (800) T 
节 ) 的 书 中 证 明了 Mida Q R) 5 N, R) A RE SM. 


- Tb 


Mt, (m, a, D) 的 pdf 可 以 由 例 2.3 RA: 

. T((s+m)/2)  - - (lo. ay ltn) 
Gump B (+m eye)" *. (2.33) 
Mo Mt (2.0,B) E. p13 = p13 = p23 — 0.5 时 ， 由 例 2.6 得 知 定 
时 概率 为 0.25. 我 们 用 近似 关系 


ο IRE uu f (1+ ie R'a ἮΡΙ 
ο ui [f 1+ eR =) d (2.3.4) 


及 数值 积分 的 NTM 来 计算 p. Dj z 一 oo BF, BMH (1 + 
322) 975 Bau SCR BENE T exp (~b), 所 以 在 (2.3.4) 中 的 值 A 
要 取得 比 5 大 些 ， 如 何 选取 A UT 一 般 说 来 ， 这 在 应 用 数值 积 
分 的 NTM 时 是 一 个 困难 问题 

我 们 选取 A 使 在 被 略 去 的 区 域 上 的 积分 值 不 超过 给 予 的 精 
Be PA 取得 太 小 ， 则 积分 的 近似 值 比 其 真 值 小 得 术 儿 ， 否 
则 ， 由 于 被 积 函 数 在 一 个 大 芍 区 域 中 的 值 接近 于 0, 所 以 必须 用 
很 多 点 才能 保证 积分 的 近似 值 有 有 较 高 的 精确 度 ， 因 此 我 们 常常 
用 试验 法 来 选取 一 个 适当 前 值 4， 在 这 个 例子 里 ， 我 们 试 了 
A= 8, 9, 10, 11, 12 并 用 被 积 函 数 对 称 化 法 之 后 计算 各 积分 结 
果 列 在 表 2.4 F. 我 们 发 现 4 = 10 ΒΕΠ. REDERE 
没有 一 个 统一 的 方法 将 一 个 无 限 区 域 上 的 积分 近似 化 为 一 个 在 
有 界 区 域 上 积分 ， 进 一 步 的 讨论 将 在 84.7 进行 . 


#24 多 元 二 分 布 的 定 限 积分 


101 的 ,2680083 10.2878872 |0.3150274 |0.3509448 
135 |0.26831638 10.2788493 [0.2992300 10.3254924 
307 |0.24T0927 03531881 0.2605061 |0.2695726 
597 10.2428794 |0.2463284 |0,2504974 10.2551893 
TOI |0.2426810 |0.2460789 (0.2495917 |0.2535489 


0.3969012 
0.3587046 
0.2812716 
0.260933T 
0.2582208 
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824 有 界 区 域 上 的 数值 积分 


ft 卫 是 一 个 R° 上 的 有 界 闭 区 域 ， f(%) 为 一 个 在 D EX 
义 的 连续 函数 .考虑 积分 


ΚΡ f f(a) ἄν, (2.4.1) 


此 处 dv 是 D 的 体积 元 素 ， 当 D= 区 旧时 ， 我 们 已 在 前 几 节 讨 
T I() 的 数值 积分 . 我 们 现在 介绍 TCA) 的 数值 计算 的 三 种 广 
ik: 
24.1 指标 西数 法 

假定 D 的 维 数 是 s 及 je 是 D KREW. ME 


if) = 人 In(z)f(z)dz, . (2.4.2) 
此 处 Ip(z) 为 D WS muB Στ, BH 
_ fi € ze D, . 
Τρία) = l ο ΜΑ (2.4.3) 


然后 我 们 将 [ΕΜΜΕΣΗ THU (2.4.2) BUE fee, k = 
l, n) E jad + RU— F NT-net, B {ἀκ} 中 有 mm 个 点 (zu k = 
1,… m) 落 在 D 上 ， 则 积分 TCA) 可 以 用 


jn) = Ξυ{α8) Σ᾽ fi) (244) 
k=1 


来 近似 ， 此 处 v(jm B) 表示 [α 的 体积 我们 可 以 将 (3.4.4) 改 
与 为 


If n) = — (Tu) δα. ZD) fi), (2.4.5) 
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此 处 Zola bh 可 以 看 作 D 的 体积 的 近似 值 ， 只 要 点 集 在 md 
上 均匀 散布 即 可 ($1.5). 因此 (2.4.5) 是 合理 的 ,指标 函数 法 在 很 
多 情况 下 是 有 效 的 ,但 是 D 的 边界 点 通常 是 函数 Ipe) fa) 在 
lebj 上 的 不 连续 点 ， 而 且 (mu) 在 D EM HOA BEI) 
所 以 这 一 方法 的 精度 不 是 很 高 的 ， 如 果 v(D) 能 准确 地 求 出 ， 则 
公式 


f) (2.4.6) 


wË 


I*(f,n) = —v(D) 


kl 


Ay DAFA Sea VE I(f)， 一 些 例子 表明 Pn) H. Rn) 略为 好 
此 


例 2.8 用 指标 函数 法 找 出 积分 


I Il [11555 ye He +° P dedy (2.4.7) 
"val mE 


mc to a. 
我 们 知道 


I- HI eT 16999 dedy = 2n(1 — e-3) = 2,4722408. 
24y? <1 
RA (2.4.4) 与 (2.4.6) 得 


ff) = IP feu) ΩΣ 


(fn) = Yes. 


”此 处 s(D) = v(B5) =m. 计算 结果 列 于 表 2.5 之 中 ， 从 表 中 可 以 
看 出 "(J,n) 给 出 的 结果 常常 比 IP n) 的 为 好 . 


- "A - 


3 2.6 指标 函数 法 


---------------η-----------ω..--γ--.----------π--------- 
28 m | Ñf 的 误差 i"(fon) ARS 
144 | 108 8422x 1077 |  4862x 1075 
233 183 LT44x 1077 i 1.737x 1672 
377 | 298 2.241% 107” 1.860x 1077 
619 | ARS 2.000 x 107? L900 το 
987 i 772 | 1065X in^? 1i32x 107? 
1587 1248 1878x 107? 1.8/6x 107? 
2584 2028 1.898x 107? 1.959x 10-73 
4181 3276 | 5367X 160 7? Í 44aax 10 * 
6765 5306 2.058X 10 4| — ευροκ 1073 
10,048 8585 |  me80x 1073 | Ax govt 


一 一 一 -二 -一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 - -一 


2.4.2 SEE 
Tet ERIK ST, RIDERA 1.5, m 


z = rcos{2ré), y = raln(2z0) 
则 由 (2.4.7) 定义 的 了 化 为 (2.1.1) 型 的 一 个 积分 
1 pi oa 
T= / / (L-+ rcos(270) + rsin(2105)2xre ”cr 
Ja Jn 


应 用 12.1.3) 去 计算 fon). ARITE 26 HBOW. HH 25 

比较 可 知 变 换 法 比 指标 函数 涯 为 佳 ， 当 mo oo 上 时， 变换 法 所 导 

至 的 误差 项 平稳 地 趋 于 零 . 表 2.6 MED We Ol is E 
现在 我 们 来 介绍 变换 法 ， 假定 DOR — Tm 


z; = Tj Pl T^ = r$, f j 一 |] 8 (2 t), (2.4.8) 


此 处 é = (ór... @) € C, Β aj), 7 = 1o us 关于 每 一 个 
pi = lee » f, 在 [0,1] LEAH HA. it 


T= (52). im=l t Gatos 
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为 一 个 tx s EBE. Β 


J($) = det (Tr )1/2. (2.4.9) 

当 t= s 时 ， J($ 就 是 变换 (2.4.8) 的 雅 可 比 . 所 以 
= | tas = serosa, 2410) 

D Ct . 


此 处 z($) = (z1) να.) 及 d= IT, dé; (华罗庚 (1984). 
所 以 Ct 上 的 一 个 求 积 公 式 诱 导出 D 上 的 一 个 求 积 公式 ， 特 别 
当 faim, RUBI D 的 体积 的 积分 表示 

v(D) = n Je. Ἢ (2.4.11) 


ft (e, k = 1, nt 为 C+ 上 的 一 个 NT-net, W| Br (2.1.5) 与 


(24.10) 建议 由 . | 
I(f,n) = P (m(ex))J(ex) (2.4.12) 

k= 
来 近似 JP)， 为 方便 于 应 用 ， 我 们 给 出 区 域 Α,.Ρ,,0,,Τ, 与 
V, (81.5) 所 相应 的 公式 (2.4.10) 与 求 积 公式 . 以 下 我 们 总 是 记 


{ek = (ccc σκι), k= lnn} 为 C* 上 的 一 个 NT-net, 而 用 
Te, k = 1,+++ ,m} 表示 {εχ} E F D 中 的 点 . 


X26 PMs Swe 


_ SREHRE 


BEBE 


1.820x 107 3.087 X 107 
; 4.860X 1073 5438x 1079 — 
377 6.994% 1073 5.395x 10-3 
610 1.899 1073 2115x 1073 
987 2.679% 107? 1.347X 107? 
158 2.403% 107? 8.310% 1074 
258 1.022 1074 5.060x 1074 
418 2.849 x 1074 3170x 107* 
676 3.059 x i074 1.970x 107* 


1.027x 103 


1.220x 107* 


(a) A, 上 的 积分 
A, 由 (1.5.12) 定义 ， 它 有 表示 (1.5.18). 由 附录 B. 1 可 知 


=I . (2.4.13) 
ofA, y= f. nc =) dp= - 二 (2.4.14) 


i=2 


所 以 
If) = 人 f(s)dv = e^ fece» TI Πο Jas (2.4.15) 


由 (2.4.12) (2.4.6) 得 


I(f,n) = :Σ HEGI »(ILs ; (2.4.16) 


T*(f,n) = neal f(x(e:, )). (2.4.17) 


FB, ÁDBEDRPE AS ASSURER UU Bei ΙΒ. 
(b) B, 上 的 积分 
B, 由 (1.5.13) 定义 ， 它 有 表示 (1.5.21). 由 附录 B. 2 可 知 


f J$ = | σφι [ses š 
E i=] 


此 处 Si = sin(a) i= 2, s. 由 (24.11) 得 
eB) = f μοι (sin(zr@;)) ° j dé | 
. Cs 


+ 一 2 
ποπ] L oy s] if (sin(4))^ dó 
2 ls—i-cl 
-Ia 人 2 ) 


The 


其 中 用 到 当 om A ETE. 


1 m 1 1 πι 1 
] Gino) de = =B B 3 ) 


由 于 Βία. δ) = F(o)E (E) /T(a + b), 18 


2g? 
(B) = -一 一 一 (2.4.18) 
(Be) sT(s/2) ` . 


因此 | 
Hf) = í f (z) dz 


. 
- (reaz e TI (sin(z60)”” 
el 


ica | i 4.19) 
sam n 
αλλ... fiz(ex))e) τὶ siu( (rei) — 
PUS g = " Hí (2.4.20) 
Σὲ : 
"f, πὴ 2. _ ) (2.4.21) 
DP(fu)- πο. ). 4. 


AA, LSB s= R fy) = (l+ 2 ο i9 ;之 特例 . 
(cM, 上 的 积分 
U, di (5.05 dE X. VAER {1.5.27)， 由 附录 B 2% 
4.11} 可 向 


32 2l 
Jigi = 227 [1 Gino ° (2.4.22) 
E 
s--2 . Ga? 
l e--2 an , 
pid} xs απ = — τ. 7 2.4.23 
πο. EH 1 H (z. 3 ) F5/3) { ) 
ἐ-- 


TR : 


所 以 


TP) = J. f(z) do 


-f [ EA πι (sin(zré,) y Tt d 


(2.4.24) 


x 25771 — -- TI s--i-1 (2.4.98 
If a= ΠΡῚΝ (είδε) Jl: sin rca) . (2.4.25: 
᾿ k=l iml 


注意 由 于 5 ARR £ — s— 1 < s, Br EA UE AH PV B) SRL zŠ 
(fin). “RR BRA M 之 7 了 的 多 项 式 轩 ， Stroud (1967) 得 
到 一 些 医 于 gf) 的 求 积 公 i 
(d) V, ΕΠ ΒΘ | 
V. dp (15435 EX., EA x (15.20. 由 附录 B. 3 E 
(2.3.11) ORM 


aq ο... chy N 
Jig) = iiy [E (sie CR $ os {2S4}, (3.426) 
j=% 
i 
1 Li 1 3 
- T2802 v1 E 
MEC / e$ de T f i sin — = cos (724 ) do; 
zs = 
| 
zc (2.4.27) 


所 以 
τη - f fa 
ant f trate) 


ο (e) 


| (2.4.28) 

qid n I ` 

I(f,n) =—— Y f(siec)ez' 

` k=1 N 
z din TCR; 28—2j+1 cos TOkj 
.ί ( 2 )) ( 2 ) (2.4.29) 
及 

(fn) = + Y fite) ' (24.30) 


k=] 


(e) T, 上 的 积分 
T, H (1516) 定义 ， 它 有 表示 (15.32) HR B. 3 及 
(2.4.11) 可 得 | 


ελ. evel ent TU um (55), (2.4.31) 


从 而 
s) =f $4-Vse-) (432) 
f Cenk f 


所 以 


(fn) -EE S fee) 
` k=1 
x Π (sin (2) cos (SE). 


(2.4.38) 
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Bj 上 = s 一 1, 所 以 没有 相应 的 公式 TS(f,n). 
由 一 些 熟 知 的 变换 , 我 们 还 可 以 得 到 更 多 的 求 积 公式 , 例如 ， 
= D 是 一 个 椭 球 体 与 椭 球 面 时 的 求 积 公 式 (3188 2.10]. 


2.4.3 ἈΠΕ 
ft αι, k= 1,---,n} X 加 上 的 一 个 ΝΤ ποῖ. 则 我 们 有 


I(f) (D) / fec dz 


=(D) 上 fe)ple) de, ' 


此 处 ps) = zy A U(D) 的 β.4.4. 由 ΝΤ. 均值 方法 得 


n 


KASI, ο) -- oD) Y Flee). (2.4.34) 
k—i 
这 是 数值 积分 的 直接 法 . 例如 取 D = Bo, ΠΙΗ͂Ι 51.5 的 方法 我 们 
可 以 有 Bs 上 的 一 个 NT-net, 然后 将 这 一 集合 及 公式 (2.4.34) 用 
ΤΗ 2.8, 所 以 结果 与 变换 法 几乎 有 向 等 的 精度 GE 2.6 第 三 列 ). 
精确 地 说 ， 直 接 法 常常 导致 比 变换 法 更 好 的 结果 (12.5, δὴ 2.9). 
现在 我 们 来 寻求 公式 (24.34) 的 误差 估计 . 
假定 随机 矢量 α1Ε D 上 均匀 分 布 及 邓 有 一 个 随机 表示 


X; 一 silne T3 = zy). j 一 L,» ` at, 


Hb t< BR és ο". 我 们 还 假定 而,… ,内 相互 独立 并 分 别 有 
cdf Giir) Gir). Æ (ek = 1, m) X Οἱ 上 一 个 有 
RE d AR. 则 (b = (Gy leah ΩΣ GR) ET 1... π} 
有 F- 偏差 4 (D L5). 从 而 集合 Pr = (zh) k = 4,… ny XT 
ος) = Τις Giles) Ath F- 偏差 d. E 

h(9) = f(x(G ^ (9$))), 


Μ Gob) = (G1! (V), - Gr (abe). 
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假定 hp) 有 连续 导数 Bipyfaw δψι) HE RR 


则 
| 
| j - QD - foes 
Up: f(x) εἶτ -- 一 二 ) > f(x) | < 2*Cc( Dd. 
证 ΠΤ 


| fedem | (aaa 


"ES 


及 由 (2.4.12) 
Igy dy = 1, 


wp bm | dc) dor) =f 
|. vC ΠῚ e Je ) diy ug p is 


vC 


ΜΗ 
AREAS 
/ fg) ἂν = (2) j 
AD MET 
Bur (4.8) 得 


/ f) ds - OD) d 


---1 


< 2*Co( DM. 


=i{D) { hip) d — - Σ "ee)| 


Fil 
i 
Fi 
ΞΕ 
[1 


注 记 2.1 

(a) 指标 函数 方法 只 有 当 D 的 维 数 为 s 时 才能 用 ,而 关于 区 
域 D 的 限制 是 不 多 的 - 

(b) ΠΒ πμ ο BEA. D, 而且 了 的 导数 连续 ， 
则 我 们 可 以 用 变换 法 . 


(ο) 如 果 我 们 能 在 D 上 找到 一 个 NT-net, 则 可 以 用 直接 法- 


(d) 在 这 三 个 方法 之 中 ， 直 接 法 常常 是 最 好 的 ， mde X 
经 常 比 指标 函数 法 为 佳 . 如 果 v(D) 的 准确 值 出 现在 求 积 公式 之 
中 ， 则 总 是 有 利 的 .在 以 下 诸 节 ， 我 们 将 给 出 数值 积分 的 NIM 
在 统计 中 的 车 干 应 用 . 


(e) 在 84.7 中 ,我 们 将 介绍 统计 中 的 数值 积分 的 一 些 其 他 方 
法 . 


$25 顺序 统计 量 的 抵 


顺序 统计 量 在 统计 中 有 广泛 的 应 用 ， David (1981) £t T Um 
统计 量 的 理论 与 应 用 一 个 系统 的 阐述 ,因为 它们 的 矩 一 般 没 有 解 
` 析 宸 达 式 ， 我 们 只 能 用 数值 方法 以 求 出 它们 的 近似 值 ， Arnold 
与 Balakrishnan (1989) 给 出 顺序 统计 量 的 数值 计算 一 个 详细 的 手 
XE. 本 节 我 们 仅 给 出 顺序 统计 量 的 矩 的 数值 计算 ( 张 金 廷 (1990))， 
而 不 涉及 顺序 统计 量 欧 其 他 方面 . ἢ X1,… Xs 为 总 体 分 布 
F(x) 的 一 个 样本 ， 记 Xa < XQ Xe Χὶν) 为 它 的 顺序 统计 
8. 令 Y= Xaime, N. 

(a) Yi Yn 的 联合 密度 为 


pn yw) = ΝῚ 1] pw), _ (254) 


ixl 


此 处 p(y) 是 F(y) 的 pdi 
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(b) Y. = Χρ) 的 pdf 为 
w= Kop PME FG) TG) Q2) 


(c) ΗῈ s PME SET NE Υ,,...,Υι, 的 pdi 为 
Pid, (νι, 7703 Ys) 
-νιῇ (Fu; a) - F(y)) 57! II» 9k). 
j= 


(41 — d — Ὁ - 


(2.5.3) 


EA 0 <s < N 0 = i < ü ce < i < ¿i = N +1 É 
00 = yo «X yi < --: < Ya < Yapi = ος (David (1981)). [AL 
Yasta Fa BI rie ,Ts ME RAH 等 于 
Mj ται" tt Ta) = EY "Utt Y?) 
τα (F(yj41) — F(yj) ^» 5^! 
=N! f He Pye DI ΠΝ ἄν, 
] (2.5.4) 
此 处 
: D=f{e:2e Rf, σι xe xxm), (2.5.5) 
dv Xen D 的 体积 元 素 . 我 们 在 前 几 节 没有 讨论 过 这 个 区 域 D. 
注意 在 (2.5.5) 的 定义 中 如 果 和 将 某 些 “<” 换 成 “<”, 则 (2.5.4) 的 
TRE TE μή. 所 以 在 D WMP, WERE Uc" He “<, 
我 们 认为 是 没有 区 别 的 - 
-. ἀπῇ p(x) 在 [0,1] 以 外 的 值 为 0, 则 相应 的 D 就 是 A, 
(0 < X, €. < X, € 1), MAR (2.4.16) 与 QAM) 给 出 计算 
(2.5.4) 的 变 接 法 与 直接 法 ， 由 后 者 得 : 


Mss (n τῷ 

j ; | : ] 一 ιο ο... 

> EZ] Te 
j= 


E21 Lt=1 (λει — š; — D) 


(2.5.6) 
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特别 当 F(a) 是 [0,1] ERKSA, MUT AERE ΑΕΠ 
解析 表达 式 


8. Πιτ k 
Mia Quar.) = — 
| ) II H Din +k 24 
illins 十 ig) [ral ο dera ism . 
(N + Llata] (57 
此 处 [z] = z(z + De +r—1). {ΚΗ} (2.5.7) 立刻 推出 
.. (rei DWI Um 
μα O9 
及 (sat 
+ DE 
EQ) = ar s psy DEi«jzN. 


因 均 习 务 布 的 顺序 统计 量 有 解析 表达 式 ， 所 以 我 们 可 以 用 它 来 检 
验 NTM 用 来 计算 顺序 统计 量 时 的 误差 估计 . : 
$2.9 Ἡ ε-- 3, N=. i= 1, = 3 58 gob. X LTA 
HUFA EDENA 72 ΒΗΧΑ AE P SB 
的 值 . 此 姓 n = 10,007. RANA HH ELCHE E VE EE E BG. E 


d zT U (0,1) Ota 


nr 
{ΠΕΝ 真 值 EREHE HRR SE 
(1,0,0) 0125 2.0 x 107 1.0X 10” 

(2, 0, 0) 0.02777778 2.0 x 10? 1.0x 10-8 
(3, 0, 0) 8,33333333 62 x10 . 16x 1078 
(1, 1, 0) 0.05555556 1.0 X 197" 10x 10 2 
(1, 2, 0) 0.02777778 1.0 X 1077 1.0x 10 5 
(1, 3, 0) 0.01515152 16 x 1077 1.0x 1078 
(1, 2, 3) 0.01165501 14 x 1977 31.0X 1978 


如 果 pdt f(x) 是 在 无 穷 区 间 上 定义 的 .由 我 们 需 计 算 区 域 
为 (2.5.5) 的 积分 .我们 必须 将 D 化 为 有 限 区 域 致使 NTM ΕΒ 
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应 用 . 这 就 是 说 我 们 必须 找到 满足 . -oo < 4 < B < oo 的 区 域 
(A, B), 3Ε B RI 


D(4,B) = (z: AS X, κ: < X, <B} (2.5.8) 


KRE D. 而 在 了 上 的 积分 与 在 D(A,B) LARA E 2 38 1384 
过 一 个 给 定 的 正 数 . 用 线性 变换 ` 


y = (m - A){B- A) =l, s, 
可 得 
/ fe) de 
D(A,B) 
-B-Ay[ HA+ (B - Anc A+ (B — Au) 
A, 


{8 πι TRATTE BE FI W JU h Ax VR PJ y ERS ETE Ap BOXED. A 
此 剩 下 的 问题 为 如 何 找到 两 个 适当 的 数 4 与 B. UFA 2.7, 
我 们 没有 一 个 处 理 这 个 问题 的 统一 方法 . 我 们 可 以 用 试验 法 ， 即 
我 们 试验 几 个 区间 (4, B), i = Lm, 从 中 找 出 一 个 最 好 的 
` (As Bá). 我 们 常常 选 一 个 区 间 CA, B), 在 它 上 面 的 积分 值 是 已 
知 的 ， 然后 用 这 个 区 间 来 计算 不 知 其 值 的 其 他 积分 . 我们 用 下 而 
的 例子 来 说 明 这 个 方法 . | 

42.10 考虑 标准 正 杰 分 布 的 顺序 统计 量 . 当 N -- 7,4 = 6 
A d-TbB. Bn 


Ms z(1, 1) = 1.2203041356. 


(Teichroew (1956)), 由 于 正 态 分 布 关于 原点 是 对 称 的 , 我 们 取 B = 
一 4 = 4, 4.5, 5, 5.5, 然后 用 数值 积分 的 变换 法 及 直接 法 并 取 n= 
28, 657, 46, 368, 75,025, 121,393, ΣΤ 2.ΙΒΙ ΚΠΕ (A, B) 来 
计算 积分 ， 误差 烈 于 表 28 之 中 ， 此 处 每 一 个 小 方 格 中 的 第 一 
个 数值 与 第 二 个 数值 分 别 表示 变换 法 与 直接 法 所 导致 的 绝对 误 
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E. AE 2.8 中 我 们 得 到 两 个 结论 : (a) (-4.5,4.5) 是 用 这 两 个 方 
法 选 出 的 最 佳 区 间 ， (b) 直接 法 常常 比 变换 落 好 些 ， 这 与 例 2.9 
的 结论 是 一 致 的 . | 


X 2.8 积分 区 域 的 比较 


3.60x10 ° 

2.72x107* 
2.25x 1077 
1.80x 10 


4.011074 


. 103x10 ` | 1aigx1074 
1.08x10 `Š . 
115κ10-9 一 


1.28X10^ 
1.15x 107? 


75,025 


255x1074 
1.89x10-1 
1.65x10-1 


121,393 


在 绝 大 多 数 情 况 下 ， 关 于 最 好 的 (4, B) 的 寻求 ,我们 沿 无 办 
法 ， 特 别 对 于 计算 高 阶 矩 . 如 何 去 决 定 (A, 8) θὲ ?现在 我 们 可 
以 用 一 些 恒 等 式 ， 如 


Mape πλ = CD' Msc ο — (2.5.9) 


σσ ο N 5 s ARRA ij ΗΕ --.. 
1,… ,于 :对 于 更 多 的 恒等式 ， 我 们 征 引 David (1981), Patel, 
Kapadia 5j Owen (1976). 现在 我 们 选择 一 个 区 间 CA, B) 来 近似 
计算 (2.5.9) 的 每 一 边 ， 而 用 它们 的 差 作为 误差 估计 的 度量 R 
后 在 这 些 区 河中 找 出 一 个 最 好 的 (Αἱ B.) 来 . 除 此 而 外 ,我 们 可 
以 利用 这 些 恒 等 式 找 出 用 于 数值 积分 的 Ν (RSH (1990)). HK 
金 廷 给 出 标准 正 态 分 布 的 顺序 统计 量 的 各 种 混合 矩 ， 例 如 ， 对 于 
N = 10 


+ ST - 


E(X ay X (2) X(s)) = —1.468, 
E(X 1X (2) X6))} = 0.041, 
E(X (2X (a) Xo) > 0.509. 


$2.6 HUE T, ERIS fp 


由 Aitchison (1986) ΚΕΝ, EMRE zE Τε, 皆 称 为 一 个 
配方 ， 此 处 T, 由 (1.4.8) 定义 .这 种 类 型 的 数据 在 许多 不 同 的 领 
域 中 出 现 过 ， 例如 岩石 的 地 质 化 学 配方 ,不同 深度 的 沉积 物 ， 工 
业 产 品 等 ， 为 了 研究 配方 数据 ， 我 们 需要 单纯 形 T, 上 的 各 种 分 
布 ， 它 们 称 为 MAD WAR, Kotz 与 吴 启 宏 (1992)). 在 T. 
上 最 著名 与 重要 的 分 布 为 Dirichlet 分 布 . 


2.6.1 Dirichlet #7 
车 随机 变数 有 p.d. 


MTG) ye YY, 920, (2.6.1) 


则 称 Y 有 一 个 ffi (gamma) 3918, 并 记 之 为 了 ~ G.(4, A). 

当 入 = 1,G,(6, 称 为 标准 徊 玛 分 布 ; 当 8 = n/2 E A= 
1/2, G.(n/2, 1/2) 化 为 卡 方 分 布 好. 当 8 = 1, W| Ga, à) ES 
是 指数 分 布 ， 其 pdi 为 

p(z) = I Ae, E r0, 
D, Rif. 


EX, 2.3 für Xy, , X, 为 独立 的 随机 变数 及 Xi Galain Ah 
œ; > Ü, A>0, ἐ--Έ,:.' 8, = 


vax [DX i= l,a. (2.6.3) 


j=1 


(2.6.2) 
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DUE: E ` Y.) 有 一 个 参 变数 为 (rl, `. αν 的 Dirichlet 分 布 ， 
并 记 之 为 (Y... Ya) ~ Dalai, ,ce)， 
FH Dirichlet 分 布 常 用 的 性 质 ， 关于 更 详细 的 内 容 ， 请 参 
看 Johnson 4 Kotz (1972) 及 方 开 泰 ， Kotz 与 匡 启 宏 (1990) 的 
(a) 很 定 (Y Y.) ~ Dalan ya). BJ (Yi, Y) € 
T, B 1) 有 pdf 


pica) 


Γίαι +++: 十 aa) "n 
ROREM ， 着 ese) € T, 
0, l 其 他 情形 . (2.6.4) 
因此 ， (Υι,---.Υι) 的 分 布 独 立 于 A. 


(5) (Y, Yp) ~ Dilan aa) REA 


[H " (ie) / arem, (2.6.5) 
j=l j=l - 


此 处 o =o + +a, E zF] = {z +1) (z +r — 1) πε 
积 ， 特 别 


az(a— ay) ` 


ΕΥ) = ajfo, | Var(Y;) = 


αλα + 1) ' 
οσα 
(ο) Ἡ αι 2. = e, = 1 F, D,(,--,1) hao 


U(T,) 3i s= 2, Delai 02) 化 为 贝塔 分 布 Belay, αὐ). 
(d) B (ιν... Ya)  D,(03,::* αρ]. 则 二 有 下 面 的 随 
机 表示 
L Z ‘(Hm Bi, (1 — Bi) II Bie ;1 一 一 2a) ; (2.6.6) 
i=l . 


. 80. 


此 处 Bi, B, 相互 独立 且 Bi ~ Be(Y,; 05,06); $= 
1 ,3 一 1 或 


yi (m8 - 00 Ba- nw [a - 8»). 


i=l 
(2.6.7) 


此 处 By, Be 相互 独立 且 B; ~ Βείαι Yima š = 1, 


©, 3—1. 
2.0.2 n" md p EE ER DE 
命 
T+ = {z = (zi; ' "° T ται > 0, i= l,- 4, αι, Έντι + z, = d). 
(2.6.8) 
Mt ET ας Ty, fü 
YX.-(5soc-D- (tog . log “22 =). (2.6.9) 


这 是 将 T+ BM Β’-! 上 的 一 一 对 应 ， 其 道 变换 为 


s—1 
ace 1+ ew " i-1,::,58—1, 
j=1 
8-1 
z, = 7 1+5 ew |, (2.6.10) 
j=1 0 : 


这 就 是 所 谓 的 35 ENDE κα 

, 定义 2.4 如 果 一 个 随机 矢量 = < T, 且 其 相伴 矢量 w ~ 
EC, (g, 5,9), WE z 遵从 可 加 车 吉 斯 蒂 克 椭 球 分 布 , 并 记 之 
为 z ~ ALE,( D, ο), 此 处 9 称 为 密度 生成 元 . 特别 车 €. ~ 
N,-1(@, E), Wil z UA BJ dn ἘΞ E TR 1E ΞΟ} HH (Aitchison (1986), 
并 记 之 为 ze ALN, (mE). 
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B z= (Xni AXI ~ ALE,(p, E, g). 则 Aye ,X,-1 的 
密度 由 下 面 的 表达 式 给 出 : 


(det 5) Tez οί (y. --) Στα, — m)l. (2.6.11) 
4=1 

BE RIDES NIE SR a pe HH α A Re, 
所 以 我 们 可 以 找到 Ε(Χι/Χ), Cov (X;/X;, Χι/Χι), E(log Š), 
Cov (log š, log X) 但 不 能 找到 在 应 用 问题 中 很 有 用 的 E(X) 与 
Cov (Xi, X;) 的 解析 未 达 式 ， 若 用 82.4 所 介绍 的 方法 ， 我 们 将 能 
给 出 二 的 分 量 的 混合 矩 间 数值 计算 方法 . 为 简单 计 ， 我 们 忆 考 虑 
ALN 分 布 . 

因为 ALN MD 的 密度 函数 为 


(27) s (de) à [Jer exp i-e - μ)Σ (y -- μ) I? 


(2.6.12) 


此 处 gs 由 (26.9) EM, x 的 阶 为 n1, ντο HRA A 


Ε(ΧΤ'...ΧΤ') 


—(2n) ^ = (det E) i zi} 
fal 
μμ. αἱ dv, 
(2.6.13) 
此 处 dv RAR T 的 体积 元 素 . 
在 $2.4, 我 们 已 经 介绍 了 在 T, 上 计算 积分 的 数值 方法 ， 从 而 


我 们 可 以 用 变换 法 与 直接 法 来 求 (2.6.13) 的 温 合 矩 的 近似 值 . 见 
玉 元 与 方 开 泰 (1990a) 的 文章 ， 


« QO] + 


82.7 在 只 时 斯 统计 中 应 用 


数值 积分 在 由 叶 斯 统计 的 应 用 中 届 于 中 心 作用 . 只 叶 斯 推 
断 过 程 的 完成 表现 为 骗 人 的 简单 ， 给 定 似 然 晒 数 ἰία;θ) 和 先 验 
密度 oC) 此 处 上 是 参数 . 我 们 可 以 用 贝 叶 斯 定理 去 获得 @ 的 后 


Ben KEDO) 
_ læða 
?O19) = TaD) d (2-7-1) 
这 是 统计 推断 的 基础 . 如 果 我 们 对 1) 0034 dt BERGE BR, Eak 
bu 是 和 0,9, 的 子 集 ， 则 简单 地 关于 δω 积分 即 得 


ρθω.) = /pa 200 απο) 


ala Ls; 85 5 pO) 分 别 属于 指数 族 (Patel, Kapadia 5 Owen 
(1976)) REM DEA SERRE, Wn p(0|z) 与 pO: |x) 可 以 解析 
地 求 得 ， 不 管 怎样 ， (2.7.1) 与 (2.7.2) 中 的 积分 必须 分 析 地 或 数 
值 地 求 出 . 不 少数 学 家 建议 了 处 理 这 一 积分 问题 的 许多 有 效 方法 
(Reilly (1976), Naylor 与 Smith (1982), Smith 等 (1985) 与 Shaw 
(1988)). 特别 Shaw 考虑 了 用 NTM 来 处 理 ， 


EREA f | 
rola) = f «$9. (2.7.3) 
的 积分 ， Shaw (1988) 建议 用 下 面 形 式 的 和 
(a) = >> usa(8;) f (e; &.). (2:14) 
i=l ` 


来 近似 估计 La) 此 处 (ud 与 (60 分 别称 为 权 与 节点 . 如 何 
去 选取 {τοι} 与 40.1 7 Shaw 引进 了 一 个 所 谓 重要 样本 分 布点 , 它 
由 . 
z; = e53|A; ;(U5) - (01 — AF; - Uj) + b;], j= ,8, 
E= [zi Xa). | 


"02 >» 


了 路 含 地 定义 ， 此 处 0 < A; € 1, 万 是 一 个 (01) 上 的 连续 函数 使 
ποτ 时， f;(u)— —o0, e = (U1, ,U,)~ U(C*) & bye; 8 
为 由 f; 5 A; 决定 的 常数 ， 命 (e 为 一 个 C 上 的 NT-net 5 
{oj} A fex] 上 的 一 个 离散 概率 分 布 . 则 对 应 积分 的 节点 为 {θα} 
此 处 0, 的 第 1 ΔΕΠ 


8x; = e5[A5f5(ex;) — (1 — Ag) {1 — eri) + 5j], 


其 对 应 的 权 
we = ve [T [e (A; fi(es i) — (1 — ADHA- e]. 
j=1 
此 处 7! OR f, 的 导数 . 对 于 所 有 i 经 典 方法 有 v = 1/n. Shaw 
给 出 运用 他 的 方法 的 一 些 例子 及 有 关 的 讨论 ， 事 实 上 ， Shaw 的 
工作 可 以 看 作 是 蒙特 卡 罗 方 法 与 数论 方法 的 混合 . 

Cranley 5j Patterson (1976) 早年 的 工作 有 一 个 类 似 的 想法 : 
考虑 积分 (2.1.1). 当 可 能 构造 求 积 公式 族 ROM. BRE 
数 《来 指标 化 并 有 类 似 草 积分 法 性 质 ， 册 称 求 积 公 式 RS) 可 以 
随机 化 , Ξ g 从 一 个 分 布 中 被 抽样 时 ， 没有 理由 认为 该 族 中 对 于 
任意 被 积 郴 数 来 说 这 个 元 素 比 另 一 元 素 精 密 些 , 则 这 一 求 积 公 式 
集合 被 称 为 求 积 公式 的 随机 族 . 每 一 族 中 的 公式 并 不 必 舌 有 同 
被 选中 的 机 会 ， 假定 αν G(u). HJ 


1- f 20,9260. 


Cranley 与 Patterson (1976) 考虑 了 9 Xj Ct F fuis) y H 
用 op BS. 他 们 建议 用 sip 集合 及 一 个 固定 的 但 叉 是 对 q 的 随 
BLA BUS. 他 们 还 给 出 了 一 些 数 值 例子 及 详细 讨论 ， 显然 他 
们 的 方法 可 以 用 于 贝 叶 斯 统计 量 . . 

当 维 数 s 较 大 或 为 无 穷 时 ， Bouleau (1990) 建议 了 一 个 基于 
点 的 Bernoulli 位 移 算 子 ， 所 以 他 的 工作 可 以 用 来 计算 随机 过 程 
的 一 个 函数 的 期 盐 . 
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熟知 Gibbs 样本 在 贝 叶 斯 统计 中 只 有 重要 作用 . 这 一 方法 给 
出 生成 一 个 后 验 蒙 特 卡 罗 样 本 (Gelfand 等 (1990), Müller (1992). 
如 何 将 NTM 与 Gibbs 样本 结合 起 来 去 找 出 一 个 生成 后 验 分 布 的 
较 有 效 程序 是 一 个 公开 的 问题 . | 
3H 


2.1 用 经 典 方法 GRU Simpson 方法 或 累 次 梯形 方法 ), RE 
罗 方 法 及 NTM (sip 集合 ) 来 计算 积分 


dæ dy 


ο’ μαι 


并 与 积分 真 值 = 来 比较 三 种 方法 所 得 的 结果 . 
2.3 用 经 典 方 法 ， 蒙 特 卡 罗 方 法 与 NTM 来 计算 积分 - 


dz dy dz 
-y3 +2351 


Jf 5 BUT ΜΒ 47/3 来 比较 三 种 方法 所 得 的 结果 . 
23 用 不 同 的 NT-nets 来 计算 下 列 积分 


1 1 1 
(a) A 一 / f / Φα Σο dzi dzo drg, 
D Jo Vü 


1 pl 
(b) Ὦ =f / οχρ{--α7 — y?) dz dy, 
M M 1 
加 五 = f Í f «ποίοιονος) iriizodzs, 
p Jo Jo ` 
1 pl pl 
^ (d) L= / / / exp(sin z sin πη sin zs) drƏidzədzs. 
o Jo Jo , 
2.4 用 不 同 的 NT-nets 来 计算 积分 


k= Í hem isis 
Cc 


此 处 AG =1, 4) 由 82.141. 试 比较 s —2,3,4 及 不 同 
的 NTM. 
2.5 fH xm MPVII(p, E, g) ti s~ M PII,(g, E) BJ pdf. 
2.6 类 似 于 (2.1.13), 给 出 s — 3 时 的 对 应 公式 ， 
2.7 f α.ν N30,R), KP R= (pij). BA xc R3 HERRE p 
具有 形式 (2.3.1). ffr 
Di = {(z,y,z):2>0, y> 0, z> 0) = RÈ, 
D; = {{z,y,z}: 2 20, y > 0, z < 0}, 
D; = {(a,y,z):2>0, y < 0, z > 0), 
Da = ((z,9,2) : z 570, y< 0, z < 0), 
Ds = ((z,y.2) :2 < 0; y > 0, z > 0). 
Ds = ((z,y, 2) : z < 0, y > 0, z< 01, 
D; = {(z,y,z):@ < 0, y < 0, z 0}, 
Ds = ((z,z,z) :2 < 0, y < 0, z < 01, 
(a) RH ec D (2 < i<8) 的 定 限 概率 的 对 应 公式 
(b) 用 对 称 化 方法 求 出 


v= Í na(s; 0, R)de 1<i<8， 
Di 


的 近似 值 ， 此 处 ποσο, R) 是 M00, R) f) pdt 
2.8 db p(w) 为 Mts(2,0,R) ËJ p.d.L. 其 中 pla = pis = pas 1/2. 
H BEAR pe BR BR FG th si th 


a= f ρα, 1<i<8， 
Di 


的 近似 值 ， 此 处 D. Η 388 2.7 25 ΜΗ. 试 比较 诸 δι qu 
中 诸 pi 由 习题 2.7 给 出 . 

2.9 trun (Ui, U, = U(U,), 后 者 表示 球面 U, 上 的 均匀 分 
fu. 当 s= 3,4,5 时, 用 变换 法 与 直接 法 计算 EF(W) 与 Cov (u), 
并 给 出 这 两 个 方法 以 比较 . 
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Bio fr D—íz:sc R*aAx! = 1} RM (m: x Am < 1) 的 

ἘΠ. {4} A00. ñr w — U(D). 

(a) 求 出 E(w) E Cov (we) 的 公式 ， 

(b) 用 变换 法 与 直接 法 求 出 E(h(w)) 的 公式 . 

(c) 用 变换 法 与 直接 法 找 出 Le) 与 Cov 的 的 近似 值 ， 

2.11 dk F(z) 为 标准 指数 分 布 及 ως Xo) σι. < Xo 为 
它 的 一 个 顺序 统计 量 . 当 N = 5, šj = 1 ,5 时 ， 求 出 
EX ay} 与 Cov(X(5, Χρ) BEA. 

2.12 sp y= (Yi, Yz, Ya) = D3(2,4,6). 

(a) 45} E(g) 与 Cow) WEH- 
(b) 用 变换 法 与 直接 法 求 出 Ey) 与 Cov (gy) 的 近似 值 - 

2.13 fr αν ALN3G(0,I,). 用 变换 法 与 直接 法 求 出 Cov (z) 的 近似 
值 . 

2.14 如 果 一 个 随机 变数 Β 有 密度 

1 
Βία, β) 


则 称 它 为 有 参数 a 与 8 的 贝塔 n 型 分 布 并 记 之 为 B~ 
Bell (α, 8). @t Bt ~ Be (a, ñ). 
(a) 求 出 B 55 B" 间 的 关系 . 
(b) 已 知 Be(I, 1} BHAA U(0,1). 试问 Be IT (1, 1) 的 
| pdf 是 什么 ? 试 由 (a) 直接 求 出 Be II (1, 1) 的 p.d f. 

235 基于 上 述 习题 办 出 你 自己 关于 不 同 技术 (经 典 方法 ， 蒙 特 卡 
罗 方 法 与 NTM) 的 评价 ， 并 给 出 数值 积分 中 不 同 的 NTM 的 
评价 ， 


81I( 十 下 -e+ 有 9, 
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第 三 章 最 优化 及 其 在 统计 中 的 应 用 


ΑΔ DE R° 中 的 一 个 有 界 闭 区 域 ， Fe) D 上 一 一 个 过 
Me. ake € D X MM 使 得 


M = f(a*) = max f(z). 


zF 
wi 


“4 D 为 Re 中 s 维 矩形 之 情形 ， 我 们 将 介绍 一 个 称 之 为 - 
HHE, RR SERS FoR ín 和 M 的 近似 值 . 然后 ， 我 
们 将 应 用 SNTO 及 SNTO 的 推广 RSNTO 到 稳健 回归 、 非 线性 
HB, 参数 的 级 大 似 然 佑 这 和 做 然 比 统计 量 ， 本 章 还 介绍 应 用 地 
非 矩形 区 域 的 SNTO 的 翻版 ， 并 将 它 应 用 于 许多 问题 之 中 ， C 


Á 


83.1. 最 优化 的 一 个 数论 方法 ^ 
9 D= fab Β' 的 一 个 矩形 ， Bo; < z; δε lee 28; 
fa) 是 定义 在 D 上 的 一 个 连续 函数 ， 我 们 欲求 z" 和 M 使 得 


M = f@") = max f (a). (3.1.1) 


MBA fim) E D LB SERA, =" 称 为 JG) 在 DENRA 
点 . 有 许多 数值 方法 可 以 解决 这 个 问题 , 例如 单纯 形 下 山 法 、 于 
WMA. WAS. HEC MEE. JE Re BB ΝΕΑ, 以 及 有 限制 的 x 
陡 度 法 (Dixon (1972), Wolfe (1969), Dixon 和 Szegó (1975), Avriel 
(1976), Dennis 和 Moré (1977), Nash 和 Walker-Smith (1987), XE 
74% (1988), Fletcher (1987), Gill, Murray 和 Wright (1981)). fH 
是 , 这 些 方法 的 大 部 分 要 求 函数 f(x) 是 单 峰 的 , 和 (或 ) nish, ` 
以 保证 能 捕获 全 局 极 大 值 : 否则 ， 可 能 只 求 得 一 个 局 部 极 大 值 . 
此 让， 车 在 求 极 大 和 值 过 程 中 有 如 下 运算 : "max", "min", [αἰ, BED 
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E f(x) 为 分 片 函数 ， 即 


hm), 车 zc Di, 
BIOL e Di ü... UD. = D, 


fx), a z € Όλι, 


这 时 在 每 个 D. ΤΕΓΕΑ AJ r E PA ka Bod RAR. Xx 
方法 的 使 用 和 将 面临 困难 . Horst 与 Tuy (1990) 说 : “伴随 着 电 
脑 技术 的 快速 发 展 ,， 大量 实 际 应 用 需要 我 们 求解 全 局 极 值 问题 . 
这 些 问 题 在 若干 年 前 被 认为 是 计算 上 无 法 进行 的 ”Horst 与 Tuy 
(1990) 的 书 中 收集 了 处 理 大 章 全 局 极 值 问 题 的 各 种 不 同 程序 . 另 
一 方面 , 在 过 去 20 年 中 ,大 看 工作 是 与 蒙特 卡 罗 模 拟 有 关 . fi 
MHA, SF FP HA (Rubinstein (1986)) 和 MIRA Rt 
(Bertsimas 和 Tsitsiklis (1993)) 等 研究 得 到 越 来 越 多 的 注视 ， 后 
者 是 基于 随机 选 代 的 求全 局 圾 值 算法 .Ferrari (1993) 说 : “Β 
火 算法 是 求全 局 极 值 的 很 有 各 的 方法 , 它 的 收敛 性 已 被 认真 研究 
i. ee , 它 被 用 于 不 少 不 能 用 其 他 方法 解决 的 困难 问题 ， 这 
个 方法 最 大 的 缺点 为 其 收 敏 速度 非常 慢 ”. 

本 章 我 们 将 讨论 NIM 在 全 局 极 什 问题 上 的 上 应用， 特别 在 统 
计 上 的 应 用 . NTM 最 优化 对 于 其 他 最 优化 方法 也 是 一 个 很 强 的 “ 
挑战 . 

NTM 最 优 的 思想 如 下 :在 DD 上 取 一 个 NT-net P = (zx, k = 
1,-,n) 因为 f(z) 连续 ， D ἘΠῚ ΒΕ, 我 们 能 够 期 望 当 n 
大 时 在 - (xu) 中 有 一 个 点 za 使 得 1(85) 接近 于 M, α’ 接近 于 
zt.) α € (zk) 表示 满足 : 


Mn = fen) = max f(x) (3.1.2) 


的 点 ， 本 节 我 们 将 给 出 当 n 一 co 时 ， M, M IK SUE EO 1“ 
ir. 
HRE Jœ 在 D 上 一 致 连续 . 因此， 对 任意 给 定 的 。> 
0, 存在 ó 0, 使 得 对 任意 的 ,xw2 € D, diaz) < ὃ 都 有 
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(πι) 一 J) < e, Ἡ ἠ(ει,α2) 表示 αι 和 ms ZAREK K EE 
K. 集合 PRECE 81.4 中 定义 为 


DP(P,D)— max mun díz, x}. 


Bib. X DP(P,D) < 6, WE 
Ιαν) fe) < e, 
从 而 
M, < M < M, +e. ` (3.1.3) 


因此 , 若 我 们 能 指出 存在 一 个 NT-net 序列 {Ῥπι]ίπι < n2 <---) 
BA i — oo RF DP — 0, WFA {Mr} WR. 定理 1.5 提供 了 
fiit DP(P,D) WER, 从 而 可 得 结论 DP(P,,,D) 一 0 (i oo). 
更 加 精确 地 我 们 将 证 明 DP(P,, D) = On] ^ logni(i > oo) 对 
某 些 NT-net 成 立 ， 为 了 证 明定 理 1.5, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

BDE 3.1 dE y € C*, r < vs. E Barn APA y, ΕΕ 
ἊἪ τῇ s 维 球体 ， 则 我 们 能 在 Βίψιν) n C: 中 放 进 一 个 边 长 为 
rf /s 的 立方 体 . 

证 首先 我 们 造 一 个 s 维 的 立方 体 Co Kr y, 边 长 为 
2r/4/5. 然后 考虑 矩形 Conc’. 这 个 和 矩形 的 每 个 边 是 一 个 一 维 的 
Rill, 具有 表达 式 ，I1 = 二 [tr/vVs,t+r/jv 引 m0,1 其 中 te [0, 1]. 
若 t+r//s < 1, WI EAKR τ/γε 的 区 间 [t,t 十 ?/Vsl]. 否 
则 了 工 含有 长 度 为 τήν: 的 区 则 [i — r//s,1]. BS, Con Ce & 
有 一 个 边 长 为 r/ s HILAR ο”. Ami B(yr)nC* 包含 ον, 8] 
理 证 毕 - 


定理 1.5 的 证 明 可 以 假定 DP(PD) > D, 及 存在 αε DB 
AR ` 


Em. d(x,z,) = DP(P,D). 


办 此 , 对 任意 的 < 满足 0 < ¿< DP(P, D), RE Ble, DP(P, 五 ] 一 
z) 1-58 由- ,zn 中 任何 点 - 由 引 理 9.1, 我 们 能 在 Βία, DP(P, 
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D)- e)n CO: RETARA (DP(P, D) -ε)/νς 的 立方 体 . 
因此 ， 由 (1.4.3) 我 们 有 


N(C*, P) 


2D(n)!/5 > D' (ny /* > τ. vl . 


DP(P,P)—« 
— s T 


= που, — 


定理 证 毕 . E] 

定理 3.1 Hb fe) 为 定义 在 一 个 有 界 闭 区 域 只 上 的 连续 函 
数 ， 设 {Puhan < ma<…) 是 五 上 的 一 个 点 集 序 列 ， 它 有 F 
απ FRE da 使 得 du, --ο(1), i 一 ου. SA αἲ, € Pr, 
满足 

Mn, = f(z5,) = maxizkzn, fel). 

则 当 i— oo 时 Ma, — M. 

我 们 很 难 给 出 使 (3.1.3) 成 立 的 < 和 上 之 间 的 量 的 关系 ， 因 


为 5 IKARO e, fe) 和 D. 但 是 我 们 有 下 面 的 定理 - 
定理 3.2 设 VS (Sh gL) E D EER, B 


wa- (E) «ο 


在 D ER, Jil 
Ma < M < M, + CDPCP, D). (3.1.4) 
证 , Hire fos BUS 
Vb e fa) — fe) = V fl (m —m), 
其 中 位 于 六 Hox 的 连 线 上 . Yr JU 435 AB 


quus vens ο = ft < IV fldem) 
2 »" ¥ < Cd(z' αι) 
| < CDP(P. D), (3.1.5) 


以 及 
M, < M < Ma CDP(P,D). 


SER. ΓΙ 
由 定理 3.2 和 1.5 得 
M, x M € M, 2517 C D(n, PYA. (3.1.6) 


有 关 散 度 和 它 的 性 质 可 参见 Niederreiter (1983, 1992). 
例 3.1 考虑 函数 


f(z,y) = 2e ἐσ 074) yg $e QE) κ uo EM et 
(3.1.7) 
其 中 (x4) € RRR fle) 在 HR? 上 的 全 局 极 大 值 和 要 大 值 
利用 软件 (例如 MATLAB) 可 以 画 出 f 的 等 高 线 图 (El 3.1), 
.从 中 能 看 到 它 有 三 个 级 大 和 值 点 (0,4), (4, 0) 和 (-4, 0), R. (0,4) 
£2 SRAM A, BU z* = (0,4), M = f(x') = f(0,4) = 2.000091. 
著 用 和 牛顿 - 高 斯 型 算法 ， 如 初始 点 选取 不 当 ， 周 可 能 只 求 得 另 两 
个 局 部 概 大 值 f(4,0) = 1.0000003 或 f(—4,0) = 1.00000001. 


图 3-1 f(z y) 的 等 高 线 图 


. 现在 我 们 来 利用 NTM 来 求 M 和 w" 的 近似 值 、 我 们 知道 
函数 ία) EB D = [710,7] x [-6, 7] 之 外 的 值 接近 于 零 、 
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内 此 我 们 可 限制 定义 城 为 D. 利用 Fibonacci 序列 来 产生 gip 集 
(习题 1.10), CAE PIE AE 3.1. 由 表 3.1 RNA PHAR: 


3.1 NTM 作 忧 化 计算 


1.876053 0.3240347 3,847639 


377 1.848486 0.3938990 3.948276 
610 1.947677 —0.1483603 4.176230 
987 1.934570 ` 0.1018238 4.214286 
1,597 1.988365 —0.1055107 4.024734 
2,584 1.982186 0.1282892 4.039280 
4,181 1.991075 —0.0890932 3.966874 
6,765 1.993981 0,0222206 4.078123 
10,946 1.996928 0.0554085 4.010095 
17,711 1.999915 0.0040932 3.987268 

28,657 1.999322 -—0.0276194 4.001658 , 
46,368 1.998314 0.0382052 4.017889 
1.999495 —0.D0653T4 4.023386 


(a) 所 有 的 mx = (0%, yt) 都 接 拆 于 全 局 极 大 值 x* = (0,4), 这 
是 利用 NTM RRBRP SRAM fE < fi IE RA UC N 
(b) 34 增加 时 ,, 一般 Mn- M| FR. H n = 610 时 其 相 


Mn — M|/M 


为 2.6276; 34 n = 1597 时 ， 相 对 误差 降 为 0.586%. 

(c) X πι > mo, 可 能 会 出 现 Mn < Man 因为 对 不 同 的 n, 3B 
应 的 gip 集 之 间 可 能 没有 一 个 点 是 相同 的 . 但 当 πι >> πρ ΠΗ, 
一 般 有 Mi, > Mn- 

(d) M, KE) MRE RRR. (α;,ν;) 收 化 到 α” = (0,4) 
的 速度 就 更 慢 . l 

为 了 避免 在 《ec) 中 所 述 的 ， 利 用 有 限 的 NT-net REHE 
的 缺点 ， 我 们 建议 用 无 限 的 NT-net. db (z,,25,-) 是 DER 
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一 个 无 限 NT-net, 4 


M. = f(m). 


(3.1.8) 
Mk+1 = max (M., f.) k = 1,2,. 


经 过 n (n SEX) 步 后 ， 我 们 可 以 期 望 M, 接近 于 极 大 值 M. 这 
时 当 增加 时 ， My 总 是 非 降 的 .上述 两 个 基于 NTM 的 方法 称 
为 NTM 搜索 法 . 我 们 将 在 下 个 例子 对 NTM 搜索 法 作 一 比较 ， 
其 中 优化 结果 是 用 有 限 与 无 恨 NT-net 获得 的 . 

例 3.2 令 


J(z,y,z,u) = exp (zyzu)sin (z +u +z +u), 
其 中 (yz, u)ec*. REM M = 1.0261986. 


表 5.2 gb Rin 五 的 比较 


n Mn(glp) Mati) 
60 1.022111 1.017213 
18 ` 1.015450 . 1.017213 
180 1.019175 1.018451 
932 1.024526 1-023790 
2129 1.025099 1.024064 
3001 1.025076 1.024064 
5003 1.025139 ` 1.024889 
10,007 1.025569 1.025550 
28,117 ` 1.025725 1.026118 


表 3.2 分 别 给 出 了 利用 οἱρ RA H 集 的 结果 ， 其 中 在 产生 
H S&H] Niederreiter 和 McCurley (1979) 采用 了 pi = 2, pe = 3, 
ps = 5 fl p, = 11 (1.3). 结果 表明 两 个 方法 几乎 有 相同 的 精 
度 ， 利 用 后 一 方法 当 πι 增加 时 Mn 增加 ， 但 产生 吾 集 的 计算 
量 比 产生 gp 集 要 大 得 多 . 更 精确 地 讲 ， 对 后 者 的 计算 时 间 比 前 
者 的 计算 时 间 至 少 长 两 倍 ， 四 此 ， 我 们 倾向 于 推荐 使 用 gip 集 . 
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(32. 一 个 序 贯 算法 (ΝΤΟ) 


在 上 节 我 们 介绍 了 如 何 用 NTM 来 解决 最 优化 问题 (3.1.1), 
并 指出 , 在 一 定 的 条 件 下 Ma KAI M 的 速度 是 Om logn). 
车 精度 要 求 不 高 ， 只 要 n BAAK, M MA x^ 的 近似 值 Ma 
和 宝林 以 满足 要 求 的 精度 .车 精度 要 求 较 高 ， τι 将 会 非常 之 
X. PN, SHER s = 4 时令 a, — 2-4 logn, BNA FRZ 
数据 


家 3.3 απ αρα Z Ë 


nc 10 105 1010 
dy, 1.4563 0.6474 0.0728 
n 1070 231099 1049 
ün 4.605x 1071 . 2.184x 10 Ë 9.210x10 7 


若 我 们 要 求 ία”. ας") < 10-5, MU nn 必须 大 于 -1020, 这 是 太 大 了 1 
因此 ， 我 们 需要 一 个 方法 能 降 播 o 的 数目 . 

É [α.δ] Ἢ RE 中 的 一 个 矩形 , 其 体积 为 υ([α, 8) --Πι ι(δι-- 
αι], ΒΕ {y,, k=1,---,n} 为 C* 上 的 一 个 NT-net. > 


Tki = αι + (b; — αι) δις. #=1,---,s, 


Wk = (καν Lks), k=1,::: νἩ. 


那么 (me k—1,,2) Roja ENI—4 NT-net, BE 


1/2 


d(z;, z;) = (Σα, - a (ya - va») 
i=1 


< max {by — αἱ] dy, ¥,) (3.2.1) 


其 散 度 
DP ((z;), [a,8)< max (br — a) DP dy },C*) 
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令 (D) 表示 矩形 芭 和 的 最 大 边 长 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 
区 域 D* 使 得 απ c D* c D, B. KD) << (ΠῚ. 那么 最 优化 问 
Β (3.1.1) 就 化 为 在 区 域 D^ 上 的 最 优化 问题 ， 固 此， 同样 大 小 
的 NT-net, 车 用 D* RE D, 一 般 会 获得 更 加 精确 的 x 的 近 
似 解 . Flin, BR s=4, D—ja b, D* = (a, p] c D B D* 
的 每 边 长 度 为 D 相应 这 的 1077. ME D 上 用 n 个 点 获得 
BERR HERH, HATE DLA 104m 点 获得 的 精度 . 
这 一 想法 是 Niederreiter 与 peart (1986) 及 方 开 泰 与 王 元 (1990) 
首先 建议 与 发 展 的 ， 进 而 言 之 ， 方 开 泰和 王 元 (1990) 提出 了 一 
个 利用 NT-net 的 序 贯 优化 算法 ， 并 简称 为 SNTO. 现在 我 们 介 
绍 当 D 为 矩形 [ab] M BS SNTO, 今 后， 我 们 用 maxa (mina) ΞΕ 
AR maxici«s G; (minis;«s 0;) 其 中 a= (ai, Qn) τι Ἢ 8 的 维 
žr. 

步骤 0 初始 : 令 ε-θ, DO =D, αὖ) =a, WO =b. 

FEL 产生 NT-net: 用 某 一 数论 方法 产生 na 个 点 的 点 集 
PO) 使 其 在 (alt) ΚΡ] Ε 51518135. 

步骤 2 计算 新 的 近似 值 : Fe) € PO UD Όχι M! 
使 得 | | 

M = fa) > f(y), Vee P? u {ætt}, (3.2.2) 


Habe) = (o) 为 空 集 ， αὐ 和 MUD 是 当前 α’ 和 对 的 最 
好 的 近似 值 . . 

FRI 停止 准 网: 令 d = 6% - αἰθὴ/2. 3: mex e? < 6, 
. 这 里 5 为 预先 给 定 的 小 正 数 ， 则 DO ΕΕ. 2 和 MO 
被 接受 为 近似 解 ， 并 停 上 上 ΞΕ mare > δ, 进入 下 一 步 ， 

步骤 4 收编 区 域 : 定义 一 个 新 的 区 域 DHD = αὐτὴ, ' 
ο 如 下 : 


αἲ 1) = max(a f?) — ye? αι) Pd 


: pth = mia(zf? 十 γα», bi) 
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其 中 y 为 预先 定义 的 收编 比 . 5 t=t+1 回 到 步骤 I. 

根据 我 们 的 经 验 ， 建 议 取 πι > πρ = ns = … 收缩 比 常 取 
0.5, Niederreiter 与 Peart (1986) 建议 用 ri; = τὶ 作为 第 i 次 收缩 
比 ， 其 中 7 > 0 为 一 个 常数 . 

图 3.2 显示 了 SNTO 的 收缩 步骤 ， 图 中 DU 的 每 个 边 长 为 
DE) 相应 边 长 的 二 分 之 一 ， FeO 很 接近 于 D 的 边界 ， 如 图 
3.2 中 的 αἰ), H| DO 要 求 被 D AAs, MLL DO 的 边 长 可 以 缩 
小 少 于 DUO Ky i de. 注意 并 不 需要 DIY cpet > 1) 
恒 成 立 ， 例 如 pG) c p H DO g pO. 


* 
ΗΝ 


图 32 SNTO 


AR A DUO = (at D, HD), 是 包 
有 最 大 函数 信 及 DO ou 个 点 的 最 小 矩形 ， 其 中 p 为 预先 确 
ΧΕΡΙ, Hin p= 0.2. 

例 3.2 (WE) 现在 我 们 用 SNTO RAH f(s) 在 C^ 的 极 
大 值 和 极 大 信和 点 . HE m = 1142, nz = ns = = 118. £ 3.4 给 
H Y MO 和 2z9，1<t<1l0 的 结果， 我 们 看 到 仅 用 了 2204 
^H, MOO 的 精度 已 达到 1077. 车 我 们 用 上 节 的 方法 ， 即 使 
用 105 个 点 ， 其 精度 远 远 低 于 1077. I 

BE 3.1 Η 34 看 出 MY = Me), 这 个 现象 也 常常 发 
生 在 其 它 例子 中 .这 表明 在 SNTO 中 我 们 不 能 利用 在 数值 分 析 
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中 常常 使 用 的 停止 规则 ; 


Mt _ MD < c 


R34 用 SNTO TR M 5 z* 的 近似 值 


Tit Mi? 
1142 1.0242500 
118 1.0242500 
118 1.0256555 
118 1.025955% 
118 1.0261160 
118 1.0261934 
118 1402681981 
118 1.0261983 
118 1.0261984 
118 1 0261986 
2004 
例 3.3 i 


ο 


" 
0.5153240 
0.5153240 
0.4274003 
D.4141587 


0.4271354 


0.4127022 . 


0.4113117 
0.4106828 
0.4109311 
0.4104594 


ET 
0.3638354 
0.3628354 
0.4242167 
0.3823739 
0.4017061 
0.400T835 
0.4083200 
04102800 
0.4091710 
0.4096097 


στ) -G- 5) - 


"m 


t 
at? 


0,4470228 
04470228 
0.3463872 
0.3908829 
0.3980291 
0.4030878 
0,4056430 
0.4091 189 
0.409929% 
00.4099382 


在 ο 上 的 极 大 信 为 M = 小 其 极 大 值 点 为 


._ (+ 6 12 8 
~ M11'13'23' 37 


0.3183012 
D. 3183012 
04252928 
04512481 
0.4207906 
ϱ 4119802 
0.4127795 
0.4091050 
0.4091878 


. 0.4094940 


(«- 5) 


= (0.272727, 0.4615384, 0.521739, 0.216216). 


5 3.5 给 出 了 SNTO 和 §3.1 ERR NTM 算法 的 比较 ， 从 中 


看 出 SNTO 是 特别 有 效 的 . 由 表 3.5 我 们 看 到 MOD 已 十 分 接 
ii M = 0, fH a9 = (0.2727148, 0.4615162, 0.4907019, 0.2213063) 


并 不 非常 接近 于 =. 产生 这 个 现象 的 原因 是 ， 当 区 域 收缩 到 一 


定 程度 时 ， 


α 可 能 落 到 搜索 区 域 之 外 ， 例 如 本 例 x* 就 不 属于 


DU). 为 了 提高 =" 的 近似 解 的 精度 ， 我 们 对 SNTO 作 如 下 之 


调整 . 
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#35 SNTO 5 NTM 搜索 法 之 比较 


n Mnl H) τες Μι 
1 一 .0788053 1142 —4183x 10-5 
2 — 0498138 118 —4133x 1074 
4  '  -—.0301196 118 —2.299x 1074 
22 —.0210772 118 —2.863x 1075 
48 .  —.0163983 118 —2.863X 10-5 
58 —.0078911 118 —5478x 107% 
316 —.0032230 118 一 2.202X 10 Š 
1282 ^ 0027283 - 18 一 1.593X 10 $ 
1666 — 0026824 118 —1.282x 1078 
2002 —.0008884 118 —1.033x 1078 
5602 — 0006499 118 —9.940x 1077 
9346 — 0006242 118 —9.486x 1077 
. 118 —9.286X 1077 

2558 


首先 我 们 运用 SNTO 求 得 一 个 近似 解 αὐ), 然后 构造 一 个 矩 
下 DO = 605) 其 中 心 为 oO, WKH D — je 相应 边 长 
的 .1/4 ~ 1/16. 具体 来 讲 ， 


—[1: _ _ EI >= _ 
αἰ) = (αἴθ... αι], B: )_ (&»,... δη, 
其 中 


at? = max(a;, ci? 一 c? fm), 
i= 1, 1548, 


EK? — min(b;, x 4 jm), 


4 < m «16, d = (b-a)2. 然后 在 DO 上 再 次 运用 SNTO. 
类 似 前 方法 可 定义 DON 如 此 下 去 直至 取得 满意 的 结果 为 止 . 我 
们 称 这 个 多 次 重复 使 用 SNTO 的 算法 为 RSNTO. 与 RSNTO 
类 似 的 想法 ， 见 Niederreiter (1992). 读者 可 以 试用 RSNTO 来 改 
进 例 3.3 之 结果 . 
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附注 3.2 若 区 域 收缩 的 程序 中 收缩 比 í < 3, ICE ΕΒΕ 
可 能 会 增加 .由 表 3.4 和 3.5 的 结果 表明 区 域 收缩 的 第 一 步 采 
用 收缩 比 为 四 分 之 一 是 可 能 的 ,如果 枉 数 比较 平坦 ， 甚至 可 用 收 
缩 比 为 十 分 之 一 . 但 是 ， 如 果 区 域 收缩 得 本 快 ， 则 z" 可 能 会 落 
HRT DO 的 外 面 ， 会 导致 不 正确 的 答案 ， 

AU FILA, RRA SNTO 和 RSNTO 来 处 理 统计 
中 的 一 些 问题 . 


833 极 大 似 然 估计 


在 分 布 参 数 的 合计 理论 中 ， 极 大 似 然 法 被 视 为 最 有 效 的 方法 
之 一 9 mou 是 来 自 总 体 有 分 布 密度 ρίαιθ) 的 一 个 样 
A, Hh 8 = (1,6) HBR, OCD, DX. ὁ 
的 极 大 似 然 估计 (MLE) ÔE UREN 


N 
149) = [[5(2.6. (3.3.1) 


i—1 
ARA. Bp | 
LË) = max L(8); (3.3.2) 


或 等 价 地 ， MLE 使 x Ë$ tu) ee 
N 


(8) = Ὁ log g(z;, 9), (3.3.3) 
i—1 


TARA, BI 


IÊ) = max 10). (3.3.4) ` 


只 有 少数 的 分 布 ， 有 解析 天 达 ， 大 部 分 情形 我 们 必须 用 数值 算 
法 来 求 得 MLE ὃ 人 们 常用 Newton-Raphson 法 和 该 法 的 推 
广 来 求 的 近似 值 . 但 这 些 方法 并 不 永远 奏效 . 博 全 (1980) 研 
究 解 参数 估计 中 的 非 线性 方程 组 用 Newton-Raphson 方法 的 效 
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J, (MBS PEE 1000 个 样本 ,结果 其 中 有 43 个 样本 
Newton-Raphson 方法 因 不 收 训 而 失败 , 有 79 BA FOR TURNER: 
大 值 - 产生 这 些 现 急 的 原因 是 初始 值 选取 不 当 . 当 参 数 的 数目 增 析 
Bj, 情形 将 更 加 严重 , 例如 对 三 参数 威 布尔 分 布 和 贝塔 分 布 的 极 
大 人 世 然 估计 就 存在 这 个 问题 ， 从 而 许 儿 人 研究 如 何 求 它们 的 极 大 
UR (ett: Cohen (1965), Dubey (1967), Gnanadesikan, Pinkham 
和 Hughes (1967), Harter 和 Moore (1965), Menon (1963), Sirvanci 
和 Yang (1984) 和 Wingo (1972). 
但 是 ， 求 满足 (3.3.2) 或 (3.84) 的 MLE 9 是 最 优化 问题 
(8.1.1) 的 一 个 特例 ， 我 们 目 热 可 以 用 SNTO 来 求 MLE. 在 大 部 
He, 参数 空间 D 很 大 ， 甚 至 无 限 大 ， 因 冰 不 可 能 用 这 人 各 大 的 
区 域 D 作为 SNTO 的 初始 区 域 . 因此 ， 方 开 泰 和 袁 克 海 (1990) 
Bi THM AKG Η1 | ΤΑ. 
首先 ， BATRA AEA O = (01,07). 对 大 部 分 常见 
Si, SEHR 并 不 难 求 得 ， 并 且 它 高 开 OM MLE 不 会 太 远 . 
其 次 ,选择 一 组 正常 数 cy,… ,cs, 它们 的 选取 依赖 于 母体 分 布 和 
样本 大 小 ， 一 般 来 讲 ， 样 本 大 小 大 时 ， {ec} 应 当 较 小 ， 样 本 大 
小 小 时 ， {ci} 应 较 大 ， 于 是 矩形 
D = [61 --οι,θί + ea] x [62 — 03,05 + cs] x o x [OF — οι, θὲ + σα 


[ΕΕ SNTO 的 初始 区 城 . 
现在 我 们 应 用 上 面 的 方法 到 威 布尔 和 贝塔 分 布 的 极 大 似 然 
估计 . 
威 布 尔 分 布 的 分 布 密度 为 
g(a y, B, o) = ΓΞ (e — 9* exp (- [ία — 3)/81*]. (3.3.5) 


其 中 7 为 位 置 参数 ， 5 为 尺度 参数 ， o 为 形状 参数 . 它 的 似 然 
函数 和 对 数 似 热 函 数 分 别 为 


L(y,8,a) = [Lote y, 8,a), (3.3.6) 


ἐ-1 
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Ν 
Uy, a) = N (log a — alog 8) + (a — 1) Y log (ο; — v) 
1 


1 N 
~ Be Yis- y), 


i=l 
4 和 = (Yao 有 ), 口 为 参数 空间 ， 显 然 
D -((z5,2):-€ Æ, y > 0, z > 0]. 

Menon (1963) 和 Dubey (1967) 给 出 了 三 布尔 分 布 两 种 不 同 
的 估计 ， 但 它们 均 不 是 极 大 和 似 然 估计 .Cohen (1965), Harter 
和 Moore (1965), 和 Wingo (1972) 讨论 了 如 何 求 威 布 尔 分 布 的 
MLE 的 方法 . 现在， 我 们 运用 SNTO 来 求 威 布尔 分 布 的 MLE. 

首先 ， 我 们 熏 要 求 一 组 y,9 和 o WRT y", 0" 和 a" 
作为 WEE. EJLAT ERREI 9 σαν ,zw 是 
来 自 母体 的 一 个 样本 ， 下 面 是 常用 的 一 种 方法 : 

+ RAB SMP Sim. y" = min(mi,:'' ,ZN) = may 


a* 是 方程 
(yY — r'ü-crie) 
24 (#-y)? — T+ 2/a*) 


的 解 ， 其 中 ¥ 和 52 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 ， 最 后 取 


{3.3.7) 


gt = (8 TO + 1/0"). (3.3.8) 


€1, €2, ta 的 取 值 依赖 于 样本 大 小 ， 由 初始 值 {a} 及 初始 区 域 ， 
我 们 可 以 对 D = de b, 及 其 收缩 区 域 DO =f, δ] 加 上 如 下 
之 条 件 

al?) 20, £=1,2,3; Do < za): (3.3.9) 


下 面 我 们 利用 五 批 来 自 威 布尔 分 布 的 数据 , 它们 来 自 Menon 
(1963, 数据 1, 两 参数 ， y = 0), Smith 和 Dubey (1964, 数据 2), 
Harter 和 Moore (1965, 数据 3 和 4), Dubey (1967, 数据 5). ΕΕ 
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了 数据 1 之 外 ， 其 余数 据 均 来 自 三 参数 感 布 尔 分 布 . 对 所 有 数据 
集运 用 SNTO 时 均 取 5= 0.000001. # 3.6 BH 3.10 “ΣΙ 
用 SNTO 求 得 的 MLE, 以 及 由 Menon (1963), Harter 和 Moore 
(1965), Cohen (1963) 和 Wingo (1972) 求 得 之 MLE, {hit fix 
些 结 果 的 比较 . 每 个 表 的 最 后 一 行 ， nn 表示 在 SNTO 中 所 用 点 
的 总 数 ， LLMAX qe | HMB AH eS CR XXE 
表 的 结果 老 明 ， 在 所 有 的 结果 中 ， 用 SNTO 求 得 的 是 最 好 的 . 


$ 5.6 数据 1 (Menon) 


B 
1.22039 0.42855 —86.14313 mb 
1.40000 -0.57000 — 36.04471 Menon 的 估计 
1.86300 0.50600 —35.67247 Cohen) fi F 
1.36016 0.50482 —35.67238 SNTOR (ait 
Cj = Cg=5 ny —987 Na —233 Ἡ —4249 


XX s.7 数据 2 (Smith 和 Dubey) 


方法 
1.73433 52.72173 Eiir 
1.78250 54.30704 —466.40332 Wingo tl it 
1.80314 54.59485 一 466.39307 SNTOBRMjÁ it 


^Y 
13.00000 
11.48075 
11.41591 


方法 


Y 
15.00000 


1.86293 87.47449 kE fir 
2.48000 | 2.19900 | 101.80000 | —206.25839 H_M 的 估计 
2.47865 | 2.19942 | 191.79488 | —206.25839 Winge 的 估计 
248774 | 2.19872 | 101.77040 | —206.25826 SNTOR 4r ir 


Ny —418, n. 一 6475 
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3X5 39 数据 4 (Harter 和 Moore) 


y 8 LLMAX 方法 
40.89999 | 1.97754 | 72.10414 Etait 
30.80000 | 2.33000 | 83.50000 | —196.51839 H-M ath it 
30.79874 | 2.32999 | 83.50906 | —196.51833 Wingo R dil 
20.78090 | 2.33005 | 83.46425 | —196.51828 SNTOM fit 


cy =20 


C3 =5 C3 =20 πι —1459 Teg —418, n — 8565 


3.10 数据 5 (Dubey) 


^Y ; 
0.02723 1.15487 
0.02248 | 1.20123 
0.02240 1.20163 
£1 =5 ča =5 


1.05928 
1.09158 | --98.55104 
1.07676 | —98.53503 
ca —5 | Ta =1450 


*B fast 
Wingo (Ait 
SNTO 的 估计 

fig —418, n =8565 


ατα, πμ ΠΏΣ ΚΕ 
F(a; o8) = sag" ΙΝ x)? i 
O<a<l, «20, β20 (3.3.10) 


其 参数 站 = ία, 8), 参数 空间 D= (ix, y) r> 0, y > O}. 其 对 数 
[148 ES 


ἰία, 8) —N[logT(a + 8) -- log P(a) — log P(A) 


N N 
+ (a --1) Y og x, + (8 — 1) Y log(1 -- s). 
i=] i=1 (3.3.11) 


参数 .a 和 8 WAT aT CORTE: 


ar = Ee -1], 
&-ü MED 9 ἡ, 


τα 
s? 


其 中 2M s? 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 . 
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对 于 贝塔 分 布 的 极 天 似 然 佑 计 ， Gnanadesikan, Pinkham 和 
Hughes (1967) 曾 进 行 了 详细 讨论 ， 并 给 出 一 些 数 值 例子 ， 这 些 
数据 组 成 了 我 们 的 数据 6 和 7. 我 们 利用 SNTO 来 求 a 和 8 的 
MLE, HX 6 = .000001, σι = 5 ο, = 10. # 3.11 和 表 342 BHT 
SNTO 的 估计 和 Gnanadesikan 的 结果 的 比较 . 


35 3.11 数据 5 (Gnanadesikan) 


LLMAX 方法 
11.81971 是 桂 计 
1.79300 12.78100 ^" 2431381 GnanadesikanffJ {iit 
1.79511 12.79744 : 24.31425 SNTOR MET: 


c} =10 ny =233, n =4016 


3X 3.12 数据 7 (Gnanadesikan) 


6.18149 10.50741 ἈΕΊ“ ΗΓ 
6.54300 11.05200 15.55 757 Gananadesikanp 的 估计 
6.55102 11.05593 15.55875 SNTO 的 情 计 


e =5 ny 一 的 7 了 Tg —233, n —4249 


附注 3.3 本 节 的 方法 可 用 于 求 任 一 连续 多 元 分 布 的 MLE, 
甚至 用 于 有 丢失 数据 的 样本 ， 进 一 步 讨 论 可 玉 $6.1. 

附注 3.4 检验 有 关 9 假设 的 似 然 比 统计 量 被 广泛 地 使 用 ， 
显然 SNTO 可 以 用 来 计算 似 然 出 统计 量 的 近似 值 ， 因 为 似 然 比 
统计 量 的 分 子 和 分 母 都 有 (3.3.2) 的 形式 ， 只 是 区 域 D 各 不 相同 
(81.1 与 56.1). I 


$3.4 非 线性 回归 模型 


考虑 广义 的 回归 模型 
EY = gx; 8), (3.4.1) 
其 中 - (Xi, . Xp) 是 独立 随机 变 最 ， O= (1,-… ,2,) RPE 
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参数 .回归 分 析 的 首要 任务 是 由 一 组 观测 候 {Yi,Xi,……… Xp š 
= 1,… N] 来 估计 01.0, 这 个 问题 经 常用 Nep — SEE 来 


AER. < x 
LO) = > IY; - σίαν; θ)”. (3.4.2) 


则 最 小 二 乘 解 入 满足 


LÊ = min 146). (3.4.3) 


当 9 是 4 的 非 线性 函数 时 ，(3.4.1) 是 非 线 性 回归 模型 Ratk- 
owsky (1983, 1990), Nash 和 Walker-Smith (1987), Seber (1989) 和 
韦 博 成 (1989) SAAR PE El HS UE T; T RE. BSW ϱ Hr 
常用 牛 额 - 高 斯 选 代 靶 或 改进 牛顿 - 高 斯 法 来 算出 ， 事实 上 , 我 
们 能 用 SNTO 来 求 回归 系数 8 的 估计 .下面 是 一 些 常 用 的 非 线 
HEARE : 


EY = exp(6, — 0503) ` (Gompertz 模型 )， 

EY - LLL HN CIIIII EN 

EY = 6, — 05 exp(—0, X ^x) (Β8 Fi ZR AB), (3.4.4) 
EY = 8; — log(1+ 62 exp{—63X)}) (对 数 权 型 )， 

EY = (0 +X + 6,X?)"! (假日 模型 )， 

ΕΥ = 6, + θ; exp( 04 X) ( 渐 近 模型 ). 


$ DEHRA, 一般 而 言 ， DD 非常 之 大 . MAK D 
缩 为 一 个 相当 小 的 区 域 D^, di 8 € D*, 是 应 用 SNTO 来 求 台 的 
最 重要 问题 .由 于 ORAM, AT RAR A — MORE 
缩 D, 因此 SNTO 在 回归 分 析 中 的 应 用 比 在 MLE 中 要 难 ， 我 
们 提出 下 面 的 一 些 方法 : 
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3.4.1 线性 化 方法 
有 一 些 非 线 性 回归 模型 可 以 转化 为 线性 模型 ， 例 如 


EY =a+blogX, EY 


~ aX +b’ 
Ey -——l.. EY = aX? (3.4.5) 
a + beceX" ' 
ΕΥ -ae**, EY = ae/*, 


例如 , 在 (3.4.5) 的 最 后 -~ 个 模型 中 令 Y" —InY, o* — Ina, δ" — b 
和 X* =X") 则 它 可 化 为 典型 的 线性 模型 


Y*—a*'-bX*. ` (3.4.6) 


我 们 首先 用 线性 模型 给 出 adu bt SO Φε atm ὁ", 
然后 通过 a. b A at, b* 之 间 的 道 变换 来 求 得 a 和 b 的 “最 小 
RR” 6 和 δ. 这 个 方法 称 为 线性 人 方法 . 由 于 线性 化 方法 
简单 易 行 ， 得 到 许多 教科 书 的 推荐 , 但 是 ， 用 此 法 获得 的 万 和 
并 不 是 最 小 二 乘 值 计 ， 例如， (3.4.5) HB hoe am Š [6 


Y (y, -- wel? (3.4.7) 
i=] 
在 a=G 9 b= b iki HB (3.4.6) 中 ， at Wm» b° {κ 
IN 
S (In¥; ~ αἲ — x (3.4.8) 
i=] 


在 αἲ = 4” E bt = BRE. BERS SRA ZI AES 
HERR α' = ln& ὃν κε bo 因此 ， 我 们 应 当 直 接 求 (9.4.7) 的 
极 小 值 点 立 和 L 
因为 参数 空间 D 经 常 非常 之 天， 例如 D = RR D = 
(zy) y> 0}, 如 果 直 接 在 D 上 求 af 5, 其 效力 是 很 低 的 ， 
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我 们 应 将 D 大 大 缩小 为 Dp* C D, 使 得 (4, ὃ) e D°, 然后 在 D* 
上 求解 .根据 这 个 想法 ， 我 们 提出 了 下 面 的 LNL 算法 : 设 非 线 
性 回归 模型 为 (3.41), 欲求 满足 (3.4.3) ODOR OF 
模型 可 以 线性 化 ， 用 线性 化 法 求 得 的 “最 小 二 乘 估计 ”为 θ', 则 
LNL 算法 如 下 : I 

步 又 1 用 线性 化 方法 求 得 相应 线性 模型 的 最 小 二 乘 估计 


A» 


8.. 

GMD IRIEBUMUBEZURUEHB BUG NXERE- 1.24 IE B 
Alia e δ 

D =: 6 -ε«θς ὃ 15]. : (3.4.9) 

FES 在 D 上 用 SNTO RMR LO} 的 极 小 值 点 Ó, Hi 
台 即 为 欲求 的 最 小 二 乘 怖 计 - 

下 面 的 例子 显示 如 何 应 用 LNL 算法 ， 同 时 也 告诉 我 们 ， 最 
ΛΞ} 自 和 线性 化 的 估计 会 的 差别 有 时 会 很 大 . 

例 3.4 于 面 的 数据 来 自 地 质 方面 ( 王 学 仁 (1982): 


FL 3.5 48 


01 0.5 10 15 20 25 30 35 40 45 350 5.5 


40 4.0 


38 3.9 


8.7 


3.6 


2.8 3.5 


2.1 3.2 


02 08 


王 学 伟 建议 用 (5.4.5) 的 最 后 一 个 模型 来 拟 合 这 批 数 据 ， 他 用 线 
性 化 方法 求 得 估计 


a* = 3.5869 ἯΙ b = --D.3064 


^ 


相应 的 全 相关 系数 平方 R = 0.8161, 和 残 差 方差 δῦ — 0.3331. 
SH LNL 算法 来 求 最 小 二 乘 估计 aX) b. Βα οι = 2, ο) = 1, 
Ww D= [(x, y) ; 1.537 < z < 5.587, —1.306 < y < 0.694}, 在 D* 
对 (3.4.7) 运用 SNTO, RB 
4=4.7061 和 j= -0.8119 
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相应 的 R? = 0.9955, ó2 = 0.008081. 为 比较 方便 起 见 ， 所 有 结果 
列 于 表 3.14, 并 点 于 图 3.3. X 3.14 和 图 3.3 均 指 出 ， 如 果 
仅 用 线性 化 方法 可 能 会 出 更 较 大 的 误差 ， 因 此 ， 最 好 使 用 LNL 
算法 . 


图 3.3 -Ἠπημίβεθὲ 


$ 3.14 三 种 方法 的 比较 


& 
0.3331 
0.0413 
0.0081 


—0.3064 
— 0.6091 
—0.8119 


IERI RT Brea H.R AS Z RT RE UN 
地 偏离 非 线 性 最 小 二 履 回 归 估 计 , 但 如 果 适 当 的 权 用 于 线性 化 技 
RP, 则 上 述 偏 差 可 以 被 减少 . 一 般 我 们 可 以 假定 非 线 性 模型 存 
形式 

Y; = σία:;, 8) Tg; 
TW =; ο Ν(0, δ᾽). 因为 假定 这 个 模型 能 被 线性 化 ， 一 定 存在 函 
数 五 使 得 A(g(z0)) —a(2)0, 这 里 a BRT Bm. LM 
模型 线性 化 后 给 出 
Z, = h(Y;) = Μαίαι,) + ει). 


* 118 - 


AY 所 可 试 为 相当 地 小 ， 则 模型 可 用 线性 泰勒 多 项 式 来 逼近 、 
Z, = Mg 人 es 上 + ει) == α(αι)θ + h' (gles θε, ~ a(z;)'8 + M (Yije: 

(3.4.10) 
ΒΗ ἩΤΕΊΧ ΤΕΕ ΕΒΕ PRB h (Yije MARA BHM 
模型 (3.4.10) FE [8] Η. $ OW hui B jv HRA, 并 以 后 
者 作为 非 线 狂 最 小 二 乘 估计 的 初始 值 ， 表 3.14 显示 了 加 权 最 小 
二 乘 估计 的 优越 性 . MEE 


3.42 部 分 线性 化 方法 


上 述 的 线性 化 方法 只 能 用 于 结构 相当 简单 或 参数 很 少 的 非 
线性 模型 ， 当 线性 化 方法 失效 时 ， 可 用 所 谓 的 部 分 线性 化 方法 
ER @ 的 一 个 初始 估计 θυ, 然后 用 5ΝΤΟ R 9 É 3 ΠΕ!4 
it Ó, 为 说 明 部 分 线性 化 方法 ， 考 虑 一 个 有 三 参数 6,9 和 6; 
的 非 线性 回归 模型 ， 其 中 参数 空间 为 D. 车 我 们 能 给 出 A 的 几 
个 粗略 的 估计 δει (i = 1 … m), 并 且 线 性 化 的 方法 能 用 于 参数 
02, 和 6s, 相应 的 估计 为 (δοι, θες), (= 1, m. 在 这 m f 
计 0; = (Ê Ân δαν), ἑ-- 1,…,m 中 ， 取 有 最 小 残 差 平方 和 的 
那个 估计 作为 的 初始 估计 ， 并 把 它 记 为 @ = (610,600,430). 38 
后 用 6 和 一 个 正常 数 向 量 εκ ΤΗ, D 小 得 多 的 区 域 _ DD* 
(§3.4.1), 在 D* 上 运用 SNTO RARD Fiii ê 显然 ， 部 
分 线性 化 方法 只 适用 于 参数 较 少 的 模型 ， 特 别 是 三 参数 模型 . 让 


我 们 来 看 一 个 例子 . 
例 3.5 下 面 的 数据 
x | ο 10 20 30 40 


Y 26.2 30.4 36.3 37.8 38.6 


来 自 Ratkowsky (1983) 附录 5, 数据 集 3, 拟 用 模型 
ΕΥ = 0, + 0,02, 0 < 6; < 1. 


Ke. 因为 当 X — oo 时 ， EY — 0, 我 们 有 估计 δει = 
Ymax 十 Δ, 其 中 Ymax 一 max(Y;, Ut Yn}, ü, = (Bot, 82, δρα)’, A 
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是 一 个 正 数 ， 将 随后 给 出 ， 从 模型 有 
log(ó; — EY) = log 62 + X log 8s, (3.4.11) 


3:38 023m θα WATER DRA ARERR ój 现在 
max = 38.6, EZ A = 0.4, 1.4, 2.4, 3.4, 4.4. 01, θο, Oa 的 相应 佑 
计 和 相应 的 62 列 于 表 3.15. 

由 表 315, οι MSE FRA 40.5, 42.5], 因为 相应 的 63 A 
着 较 小 的 值 ， 因 此 我 们 可 采用 θοι = 41.5, 然后 从 (34.1) BR 
性 化 方法 求 得 θὲ 和 Os 的 估计 Goo = 15.1239 和 ος = 0.9567, 
得 ete 


ὃς = (41.5, 15.1239, 0.9567). ᾿ (3.4.12) 
参考 表 3.15 中 δὴ 的 各 种 值 ， 取 
e= (1.5, 0.90, 0.01)’ 
得 到 初始 参数 空间 
D* = f, -eê +e] 
= [40, 43] x [14.2239, 16.0239] x [0.9467, 0.9667]. 


运用 SNTO 并 取 6 = 1075, ni = 1495, πο = ng = --' = ig = 
597, 求 得 0A σ᾽ 的 近似 如 下 

¿(191 f 
8 = (41,70790424, 15.838814, 0.95628398) 


(609)? = 14544739449 


它 同 于 Ratkowsky (1983) 给 出 的 最 小 二 乘 估 计 ϐ 30 6. 
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$ 3.15 8384 EUE Rl 


θαι doz os $à 注 
39 15.9951 0.9148 7.1748 
40 14.4961 0.9413 1.8730 
41 14.8135 0.9528 1.5798 * 
42 15.4831 0.9599 Ἢ 1.6875 * 
43 16.2878 0.9650 1.8658 


如 果 非 线性 模型 太 复 杂 ， 很 难 线性 化 ， 则 在 得 到 一 些 参 数 的 
粗略 佑 计 后 ， 可 能 进行 部 分 线性 化 ， 例 3.5 说 明了 这 个 过 程 . 
首先 ， 我 们 用 


90) 一 max{¥;} + 0.2(max(Y;) — min(Y;)) = 41.08 
作为 Oy 的 侍 计 ， 然 后 由 线性 化 方法 对 线性 模型 
log(8( — Y;) = Ἰοε(θο) + X log(8s) + (00 ~ Y.) ey. 


KB 0,30 9. [wT 677 = 15.329, 6 = 0.95302. 因为 
这 个 初始 估计 比 (3.4.12) 纵 出 的 初始 估计 更 接近 于 最 小 二 先知 
计 ， 所 以 我 们 可 以 期 望 得 到 页 , 矶 ,后 的 较 好 估计 ， 除 此 而 外 ， 后 
面 方法 的 程序 简单 ， 
3.43 在 大 区 域 上 用 RSNTO | 
如 果 有 半 模 型 的 性 质 所 入 甚 少 ,我 们 没有 有 效 的 方法 来 大观 
模 地 收缩 D. 这 时 我 们 提议 用 下 面 较为 保守 的 算法 : 取 一 个 很 大 
HEE D = [a,b EE δε DCD, REE DP 上 用 RSNTO 
(53.9) 求 8 的 近似 值 ， 下 面 例子 将 说 明 这 一 算法 . 
例 8.6 该 例 取 自 于 Hartley (1961) 和 韦 博 成 (1989), 来 自 肥 
BAR. HWE (3.44) 的 渐 近 回归 模型 ，. 


EY = δι + B. exp( —63 X ). 


* 121 - 


用 X 表示 标准 化 后 的 施肥 量 ， Y 表示 小 麦 的 产量 ， 一 组 观察 
值 获得 如 下 : 


x -5 -3 —i i 3 5 
Y 127 151 379 421 460 426 


签 求 相应 的 01, θι 和 05 ARDC eiTe 

假设 我 们 对 参数 空间 的 结构 一 无 所 知 ， 改 我 们 取 一 个 大 的 区 
πὰ D* = {0,1000} x [0,300] x (0,2). 然后 在 D" 对 16) 运用 
SNTO, 取 6 --Ἰ, πι —1220, nz 二 ns = -- = 418, 获得 LH ὃ 
的 近似 值 如 于 : 

6 =ê = (570.73,210.84,0.15928), — Le L@) = 13776.2. 


FRIA ο ο HLT ARNE μμ ο 
SNTO 再 试 一 次 ， 以 六 ”为 中 心 构造 一 个 较 小 的 矩形 


D = [471,774] x [151, 271] x [0.11, 0.311, 


在 D tM SNTO, 取 6-—0.0001,n, = 1459, np = ns = + = 
πια = 266, 求 得 0 的 合计 和 相应 的 L W F 08 F f 


a 13) 


8 = (523.40, 157.04, 0.10957) = @ Ls 13390.1 


(13) 


0 已 干 分 接近 于 9 ER GEEGH: 
Ê = (523.3, 157.1, 0.1994). 


如 果 以 Ô? 为 中 心 构造 一 个 比 D 更 小 的 矩形 ， 并 在 其 中 再 次 
运用 SNTO, 我 们 可 以 获得 更 接近 于 和 的 估计 . 

方 开 素 和 张 金 夺 (1990) 运用 RSNTO 到 Ratkowsky (1983) 
_ 书 中 许多 数据 集 和 各 种 非 线性 模型 ， 比 较 RSNTO 的 结果 和 经 
典 非 线性 技术 的 结果 ， 他 们 发 现在 绝 大 多 数 情 形 下 RSNTO 是 
有 效 的 . 并 且 RSNTO 的 计算 程序 简单 、 通 用 ， 对 不 同 的 模型 只 
要 作 少 量 修改 即 可 使 用 ， l 
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$3.5 稳健 回归 模型 


考虑 广义 回归 模型 (3.4.1), 0 的 稳健 估计 Ò 满足 


rÈ) = min L*(8), (3.5.1) 
其 中 
L'(0) = V^ MY: σίαι,θ)), (3.5.2) 
i=l . 


Qs = (Xa Xp) i= 1,---,N} ARME AC, -) 为 满 
足 一 定 正规 条 件 的 非 负 函数 ， 讽 如 A(u,v) = |u — vl 

最 小 二 陛 估 计 长 期 以 来 在 回归 分 析 的 应 用 中 一 直 占 统治 地 
位 ， 稳 健 佑 计 的 研究 使 统计 学 家 考虑 如 何 改进 最 小 二 丧 估 计 ， 并 
提出 各 种 类 型 的 稳健 估计 . HUYE (25.2) 中 取 不 同 的 函数 六 我 
们 就 得 到 不 同 的 稳健 佑 计 . 李 国 英 (1985) 与 Rousseeuw 和 Leroy 
(1987) 给 出 稳健 估计 一 个 很 好 的 综述 ， 本 节 仅 讨论 称 之 为 五 回 
时 的 稳健 情 计 ， 这 时 . 


N 
L'(- Y^ | — σίαν, 8). (3.5.3) 
=1 


相应 的 模型 可 以 是 线性 的 或 非 线性 的 .首先 考虑 线性 模型 


EY - X6, (3.5.4) 


其 中 XH 0253 Nxp*2 pxijBER. 用 ô Ἐπὶ 8 的 稳健 
估计 ， 并 称 之 为 模型 (3.5.4) 的 h fir. 用 0, 表示 模型 (3.5.4) 
的 最 小 二 乘 估计 ， 引 进 如 下 记号 


le - 374 和 lalla = (Fa) 


i 
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它们 分 别 表示 & BO h He ΜΕ. # A = (05) 为 一 nxm XE BE, MM 
Alf h HERA 


All = max (7 loa). (3.5.5) 
i=l 


对 任意 的 向 量 a, 总 有 
lal: > [lalis (3.5.6) 


已 有 许多 有 效 的 方法 来 求 9 的 五 估计 条 ,例如 单纯 形 法 . 现在 
我 们 来 说 明 如 何 利用 SNTO 来 求 负 . 由 于 0 的 参数 空间 DO 
MBA, # SNTO 直接 在 D 上 进行 ,结果 将 不 会 太 好 ， 因 此 我 
们 需要 有 一 个 方法 将 D 收缩 为 一 个 较 小 的 区 域 D, 用 DR 
D fE SNTO. 解决 这 个 问题 的 方法 如 下 : 

当 回归 模型 是 (3.5.4) 时 ， L'(8) 化 为 


L*(0) = ly — Χθ[ι, (3.8.7) 


其 中 y= (Y κ). 令 d — min L*(0) X 0 — (9: L*(0) = d). 
则 e -i Ó, 可 行 解 的 集合 . 
定理 3.3 . 
lô, — balls < ας (3.5.8) 


其 中 OO 中 任 一 元 素 ， Amin 是 X'X 的 最 小 特征 根 . 
证 因为 b < 6, 所 以 有 |y — Ἀθιι > ly- Χθι[ι. 因此 


ΙΧ, -êl < iw- Xé ll + ly- Χθι[ι < 2y- és. (3.5.9) 
另 一 方面 ， 我 们 有 


(8. --θι)[ι > IX 9; — 8 ls = ((θι — 02) X"X O — θ))) 3 
之 [82 -ê [2 M Amin: (3.5.10) 
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从 而 证 明了 绪论 . 


由 定理 3.3, 我 们 给 出 如 下 的 算法 将 收缩 为 一 个 较 小 的 区 
域 D”: 

步骤 1 计算 最 小 二 乘 佑 计 θὲ = οσο y, xX 的 最 小 
特征 根 Amin 利 lly — Xê]. 

步骤 2 $ c-2|ly- X0,l||: vna. 


D* = {0 : 0, — el, «0x6 + αν}. (3.5.11) 


其 中 L, = (1,---,2) 

πο Æ D* 上 对 (3.5.7) EMA LO 运用 SNTO 或 
RSNTO 求 它 的 极 小 值 和 极 小 值 点 ， 它 们 就 是 4 和 6, 的 近似 
g. 

附注 3.5 不 等 式 (3.5.8) Ἐπ (1992) 得 到 的 ， 它 定义 


了 一 个 球 | 
= fo: lê; — eli; < η (3.5.12) 

而 (3.5.11) 确定 的 D* 正好 是 B 的 外接 和 矩形. 在 矩形 上 运用 
SNTO 或 RSNTO 比较 方便 ， 当然 我 们 也 可 在 吾 上 进行 SNTO, 
详情 将 在 下 节 讨 论 . 

附注 3.6 条 件 rank(X)= p < N 是 必要 的 ,车 XRH, 
则 对 于 任意 给 定 的 数 M, 总 存在 0,c 日 使 得 Ali> M. RE 
明 可 行 解 集 日 是 无 界 的 ， 从 而 背 失 了 稳健 性 ， 老 模型 是 非 线 性 
的 ， 则 L*(8) 由 (9.5.2) 或 (3.5.3) 给 出 ， 这 时 一 般 没 有 类 似 于 
(9.5.8) 的 不 等 式 ， 因 此 不 能 如 线性 模型 那样 对 D* 给 出 一 
PAR, 这 时 可 用 $3.4 所 述 的 方法 来 确定 D*. 为 安全 起 见 ， 
D 应 足够 大 ， 使 得 ê EF D* 之 中 ， 然 后 在 Ρ' 中 用 SNTO 
求 13(9) ((9.5.2)) 的 极 小 值 和 极 小 值 点 ， 后 者 为 0, 的 近似 值 . 
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$3.6 SNTO 在 特定 区 域 的 翻版 , SNTO-D 


4 D 为 矩形 时 ， 我 们 已 经 讨论 了 在 D 上 的 最 优化 问题 
(311) 车 D 不 是 矩形 ， 例 如 D E $5.1 中 所 定义 的 4,，B。， 
U,, T, 或 用 ,我 们 是 否 仍 能 运用 SNTO ŁR ΜΠ a 的 近似 
HR? 本 节 我 们 将 对 较 一 般 区 域 D 给 出 SNTO 的 翻版 ， 并 称 
之 为 SNTO-D. 

令 随 机 向 量 sE D 上 均匀 分 布 ， 且 z 有 随机 表示 


= 2(U,,--- = z(a), (3.6.1) 


其 中 u= (U, UYcC,tzsO0EB Ότι ,Ws 相互 独立 . 
A C 上 一 个 NT-net (e, k1,...,2), WE 五 上 可 以 获得 
一 个 NT-net P= {kk 二 1… νη}, 其 中 γι = λίοι), ἃ Ἂ 1Η 
ERM (81.5) + mo 为 P 中 之 一 点 ,使 了 在 该 点 达到 P 上 
之 极 大 值 ， 即 feo) = max, f(y). 令 wo 为 {ει} 中 对 应 于 mo 
的 点 ， 即 xo = h(uo). WE wo 为 中 心 的 矩形 de, B 对 应 于 包 合 
zo, D 的 一 个 子 区 域 ， 因此， 借助 于 在 SNTO 中 收缩 矩形 fa. 
的 过 程 可 以 得 到 在 D 上 收缩 区 域 办 法 ， 从 而 得 到 SNTO €. D 
LAR. 算法 SNTO-D 包括 如 下 步骤 : 

SMO MH: 5 4 = 0 DO = D, EO = Ot = M] 
a) =a=0 H δ) =b=1. 

FEL 产生 NT-net: Æ BO 上 产生 一 个 NT-net (d, k = 
1,… na, 然后， 获得 DO 上 的 一 个 NT-net PO = fy? = 
AEP) -- Ίν τν να). 

M2 计算 新 的 近似值 : 求 z) ερ ια ας 01 MO 
使 得 | 

M® — f(al2) > Fly), Vy c PU fg 27D, 


W zm M 是 当前 aom 对 的 最 好 的 近似 值 . 
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步骤 3 停止 规则 : 5 do = (M? —a()/2. €& max επ) < 6, 
ó 为 预先 给 定 的 小 正 数 ， 则 2 m MO 可 接受 为 近似 解 ， 并 停 
Jk. # max e? > 则 进入 下 一 步 . 
PR. 收编 区 域 : + αὐ 为 中 的 点 对 应 于 αἴθ, ΕΙ 
αἱ) — hfe), 定义 一 个 新 的 区 域 BOD. jai) pGtD), 其 中 
ort 


(q) (9) I 
= max (wi — yc: 0). 
(uj Mi ;0) il, 


path) = minfa + veh, 1), 


这 里 y 为 预先 定义 的 收缩 比 , > DOD = {æ= h(a) we EG} 
为 对 应 于 ΕΤ) D 的 子 域 . Wo q g++1, SMR 1. 

附注 3.7 X DAMME (261) H D 的 维 数 为 5 
取 [eb 4A Ds, ΠΠ D 上 运用 SNTO, ANKE 
la, bj/D 中 的 NT-net 中 的 点 应 当 除 去 . 下 节 我 们 将 给 出 SNTO-D 
一 些 应 用 . 


83.7 非 线性 方程 组 


在 统计 中 的 许多 问题 经 常 可 化 为 解 非 线 狂 方程 组 , 例如 参数 
的 和 矩 合计 ， 极 大 似 然 估计 ， 和 一 元 分 布 的 高 散 化 (84.2). 
W DA R° WIR XXE, KAR 


z € D, (3.7.1) 


| fi) = firi, 2) = 0, 
Λία) = fm 1 Te) = 0. 


若 方程 组 没有 解析 解 ， 则 有 许多 方法 可 求 得 数值 解 ， 例 如 牛顿 
i£, Brent 法 和 拟 牛 顿 法 【Brent (1973), Brown (1967), B Pt 
(1989). 但 是 ， 这 些 方法 要 求 天 有 连续 的 一 阶 ， 甚 至 商 阶 导数 ， 
或 者 满足 一 定 的 凸 性 ， 来 保证 这 些 方 法 的 收 敏 性 . 


. 127 > 


事实 上 ， 求 解 方程 组 (3.7.1) PUA TRA. 5 
Εἴα) = (fim), 以 及 


f = Fæ, «ερ, (3.7.2) 


这 里 p 0, RA L ΒΚ, 通常 取 0 — 1,2 或 oo. THK (3.7.1) 
的 一 个 解 =" 等 价 于 找 一 个 m" c D 局 Je) 达到 其 极 小 M = 0. 
24 (3.7.1) 的 解 不 唯一 时 ， 我 们 的 目的 是 至 少 求 出 其 中 的 一 个 . 

附注 3.8 虽然 通过 fe) 去 解 方 程 组 (3.7.1) 不 是 最 好 的 方 
法 (Kahaner, Moler 和 Nash (1989)), (AH ABA RAB PO 
能 求 得 满意 的 解 . 


当 D 是 矩形 ， 我 们 用 SNTO sk (3.7.1) WAR; 当 D A 
是 矩形 ， 且 有 随机 表示 (3.6.1) 1. Hj SNTO-D 来 求解 现在 我 
们 考虑 从 U, 到 U, 的 一 个 映 篆 ， 并 用 SNTO-D RIX PRR 
的 不 动 点 ， 以 此 为 例 来 说 明 上 述 的 方法 . 

4 gE DE 五 的 一 个 连续 映 象 ， 若 α" £ D H 


α = g (z*). (3.7.3) 


则 称 z" 为 9 在 D bf aA $ 


f€) = |= —g(z)l| = Y lz: — eil. (3.7.4) 
i-i 
其 中 σι n 分 别 是 go HD sw 的 分 量 ， 于 是 求 不 动 点 (3.73) 是 
(3.7.1) 的 一 个 特例 
例 3.7 4 D-U, 是 2 中 的 单位 球面 > 


yı = (z; + 2z> 323)/5, 
v2 = (day + ὅλα 623)/5, 
us = (Ta, + 8x2 + 925)/ S, 
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其 中 
S = [(z i +2z> + 3za)2 + (401 + 5zz + Gag)? + (Yay +883 + 9z3)2]1/2. 


显然 ， 这 是 从 Us 到 Us 的 一 个 连续 里 蒙 ， 由 Brower 定理 ， 至 
步 存在 一 个 不 动 点 - 
4 {οι —(en.0o)hk-—1,e,n]f$& C? 上 的 一 个 NT-net， 
4 . 

σκι = 1 --26μι 

Beg = 2 ekil — ce) cos (20043) 

Ik = 2 / call — ced sin (27epa), 
网 [αι = (mii tan makay) Βὲ Us 上 的 一 个 NT-net ((1.5.28)). 

由 生成 矢量 (233; 1,144) 的 gip 集 产 生 一 个 NT-net, 并 取 
é = 10-7. 利用 SNTO-D, 第 一 阶段 我 们 获得 MO = 0.1368986 
和 
xl) = (0.2660945, 0.5760145, 0.7729173)' 


相应 的 «eC? = (0.3669528, 0.1480687) ((3.6.1)). 然后 取 生 成 矢量 
(144;1,89), Æ EO) 上 产生 NT-net, FO 是 以 w) 为 中 心 的 
ἘΠΕ, HER SNTO-D 之 规则 得 EU = [0.1169529，0.6169528] 
x[0, 0.3980687]. 我 们 求 得 


MO) = 0.1092555, 
αἰ2) — (0.3042889, 0.5017185, 0.8097449) 
u(? = (0.3478556, 0.1617154) 
EC? = [0.2228556, 0.472856] x [0.00367154, 0.2867154], 


WETE Ben Kit M 和 e 之 近似 值 如 下 : 


MO ~ 1,043081 x 1077, 
a?) = (0.2319707, 0.5253221, 0.8186734). 
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在 SNTO-D 的 全 部 过 程 中 共用 3113 个 点 ， 其 结果 的 精度 是 很 
高 的 . 
例 3.8 πια 


ya = (421 + ὅσα + 6233/5, 


yı = (σι + 25ο + 323)/8, 
314 = (7πι + 829 十 9zs)/S, 


其 中 S= 12r; + 1530 + 1823, z = (21,22,23) € D = Ts. 这 是 从 
93 DA-THERBR, Η y> = 1/3. RRRA TERIA 
动 点 ， 利 用 SNTO-D, Bx πι = 233, ng = 144, 经 18 次 区 域 收 
缩 ， 得 到 M 和 α" MAEM: 


M9 = 2.98x10-7 和 z39 = (0.1471927,0.3333332,0.5194746)” ` 


它们 十 分 接近 于 M = 0 和 a]—(0.1471927, 1/3, 0.5194742). 

关于 不 动 点 ， 有 一 系列 著作 ， 读 者 可 以 从 中 了 解 到 更 详尽 的 
讨论 ， 例如 Dixon (1972), Todd (1976), Aligower 5j Georg (1980) 
BE Wh (1986, 1987). 

附注 3.9 在 SNTO-D 的 区 域 收缩 时 ， 是 通过 选择 收编 比 
7 来 缩短 对 应 矩形 每 一 边 的 长 度 ， 从 而 每 一 次 收缩 新 区 域 的 体积 
是 原 区 域 体积 的 7° 5. 为 比较 方便 起 见 ， 在 本 例 中 我 们 采用 了 
收缩 比 1/2,1/4,1/8 和 1/16. RRM, BR +< 1/4, 则 计算 
ΒΗ, Y= 1⁄2 时 至 少 可 减少 一 半 ， 计 算 绪 果 列 于 表 3.16, rh 
了 表示 区 域 收缩 的 次 数 . 当 7 较 小 时 ， n; 一 般 不 能 取得 杰 小 . 


3.16 不 同 收编 比 的 比较 


收缩 比 my na T L(a) 
1/2 233 144 18 2.98E--7 
1/4 233 144 9 9.54E—7 
1/8 233 144 9 9.54E—' 
1/16 233 144 9 5.96E—8 


解 一 元 非 线 性 方程 F(z) -0 i, PETEMAR adu b 
使 得 F(a) 和 Fb) 有 不 同 的 符号 , 这 时 表明 有 一 个 解 z" E [a,b]. 
然后 逐步 缩小 这 个 区 间 ， 使 得 每 个 区 间 的 端点 ， 画 数值 有 不 同 的 
符号 ， 如 此 下 去 ， 直 人 到 达到 预定 之 精度 . 

对 于 包 元 非 线 性 方程 组 P(e) —0, 不 可 能 和 一 元 方程 组 一 样 
去 解 , 尽管 如 此 , BR / 的 符号 对 于 寻求 解 的 位 置 角 是 有 用 的 . 
dix ΝΤΟ 对 函数 f(z) = -Fe 求 极 大 值 的 途径 来 解 非 
线性 方程 组 ， 我 们 希望 保证 每 个 函数 EKR DO qute 
变 号 ， 箱 用 这 个 性 质 ， 可 提高 解 落 于 DO 的 机 会 . 

具体 来 讲 ， 在 收缩 的 每 一 步 ， 应 当 寻 找 一 个 集合 QED C 
ΤΠΕ} {ΒΒ 


Yi, Jye, y- € ο συ 使 


sign (fi(vi))=+1, sign{fi(y-)) = -1, 
| (3.7.5) 


为 了 满足 这 个 条 件 ， SNTO 的 步骤 和 修改 如 下 : 

Ἔα KEE: Β QUU = {2} δη νε 
p() U QU) 到 QUU 中 按 fy) 的 值 由 小 到 闪 之 次 序 直至 (3.7.5) 
成 立 ， 令 fal) BOO) 为 包含 OOD 的 最 小 矩形 ， 定 义 新 的 区 
域 aD, aen] 如 下 : 


af 2 (t) oft, a;) 


一 个 上 1 


gern = min ( max (af? + yc), ΒΤ b) 


一 max ( min ( (3.7.6) 


. 这 里 + 为 预先 给 定 的 收缩 比 ， 
另 一 个 比 (3.7.5) 更 保守 的 条 件 是 要 求 


yw = (ri, Ts) 其 中 T, = EL, 
Jæ, c QU 使 sign (fm. = v, Vi. (3.7.7) 
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FE n x d xs Fix SESS VES WE LZ. Si ΕΠΕ: 
比 直接 应 用 SNTO 更 为 有 效 ， 这 个 算法 的 主要 思想 来 自 F.J. 
Hickernell, 


$3.8 有 约束 的 回归 


在 许多 实际 问题 中 ， 届 到 有 约 东 的 回归 . 考虑 广义 的 回归 模 
型 (3.11) ' 
EY = σία; 8), (3.8.1) 


6co, OASHAM, PHAR w e D' CR, t< s. 这 时 我 
们 如 何 能 获得 8 的 一 全 估计 呢 ? > 


D = (6:6€ O, WO = D'Y. (3.8.2) 
则 最 小 二 乘 估计 应 满足 
18) = mia L (@), (3.8.3) 


其 中 L(0) H (3.4.2) 所 定义 . 我 们 可 以 用 $3.6 所 介绍 的 SNTO 


的 翻版 来 求 Ó. 
为 了 说 明 SNTO 对 约 东 回归 的 应 用 ， 这 里 我 们 仅 讨论 在 配 


方 数据 中 有 约束 的 回归 模型 ， 考 虑 线性 模型 


EY =a + bui 十 bere (3.8.4) 


by +: + b, = 1, b; > 0, 1,89 (3.8.5) 


BR b= (δει... pba) E Ta 
Boot (1964) 建议 将 这 个 模型 化 为 一 个 二 次 规划 的 问题 ， Wa 
terman (1974) 建议 在 由 s 个 自 变 量 组 成 的 一 切 可 能 的 回归 模型 
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PRR BEIDE š 较 大 时 ， 他 的 方法 计算 量 是 很 可 
观 的 , 方 开 泰 ， 王 东 谦 和 吴 国 富 (1982) MAFRA ER (1985) 
运用 消去 变换 来 解决 这 一 问题 .虽然 该 法 求 最 小 二 习 和 合计 的 收 
SREMA HB. 但 相应 的 程序 比较 复杂 ， 读 程序 可 在 中 国 科 
学 院 计 算 中 心 所 研制 的 统计 软件 包 SASD 中 找到 ， 

为 简单 起 见 ， 不 妨 设 (3.8.4) Pa=0. 4 a Z 0 BF, 可 类 似 
地 处 理 . 85 T-—£8 NA ον Mis, i=l, N}, + 

N 


148) = Lb, ,b,) = y` (Y; δι — ` — b, X3), (3.8.6) 


i-i 
WN No SRA bo (b, b.) 满足 


Lib) = min Lb). (3.8.7) 
a p Cs 二 给 一 个 NT-net {ep = (οχι τν eka a-1) k = 1, un]. 
ΠΗ (1.5.33) EN a (z, = (ee. ma y), KHL ny 为 T, 
ΓΗ NT-net. 第 用 这 个 NT-net 和 SNTO-D, 可 解决 下 面 
的 问题 . 
例 3.9 该 便 由 方 开 泰 ， 王 东 谦 积 吴 国语 (1962) 给 出 ， 他 们 
A BS TAA. 数据 列 于 表 3.17. b 的 最 小 二 乘 估计 为 


& — (0.0761, 0.2941, 0.2191, 0.1561, 0.0000, 0.2545)' 


它 是 通过 7 次 消去 变换 而 获得 HR, 王 东 谦和 吴 国 富 {1982))， 
其 相应 的 残 莽 平方 和 为 12.62245. 

现在 运用 SNTO-D 来 处 理 这 一 问题 ， 取 ¿£ = 1079, m; = 
1069, i= 1,2,..., WA MUH = 12.62459 及 


BOY) = (0.0764, 0.2933, 0.2210, 0.1546, 0.0000, 0.2546)’ 


它们 和 M = 12.62245 及 b gH EHE. 为 了 便于 读者 核对 计算 过 
程 ， 在 表 3.18 列 出 了 所 有 的 MO, 1xtx14. 
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33.18 运用 SNTO-D 的 结果 


rel 3 


t 46.08358 37.20098 


18.56352 


3 5 


16.96464 | 13.60261 


t 6 7 ñ 9 10 
t 13.05130 12.74801 12.66653 Τ 12.63025 | 12.62659 
13 14 | 


t 11 . 12 


me) [| 1262525 | 1262513 | 12.62464 


12.62459 


附注 3.10 该 例 表明 运用 SNTO-D 的 计算 量 大 于 运用 消去 
变换 ,但 SNTO-D 的 计算 机 程序 十 分 简单 ， 因 此 SNTO-D 对 
于 处 理 有 药 东 回归 的 人 来 说 ， 仍 是 有 价值 的 . 


:3.9 多 元 分 布 的 众 数 


在 一 些 实际 问题 中 ， 众 数 是 分 布 密度 的 有 用 特征 数 ， 但 对 许 
多 多 元 分 布 ， 众 数 并 无 解析 表达 式 ， 因 此 需要 用 数 值 方法 来 求 其 
近似 信 ， 设 p(z) Ἢ s 维 分 布 Fæ) 的 pif, 车 存在 =o c R° Ë 


p(zo) = max pe), 


(3.9.1) 


iwit DA pæ) jx. PD D = íz: ple) > 0}. Rim KA Fie) 
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(或 pæ) 的 众 数 . 因此 求 众 数 mo 是 一 个 典型 的 最 优化 问题 ， 改 
可 用 SNTO-D 获得 αὐ 的 近似 值 ， 现 分 两 种 情形 进行 讨论 : 

(a) D R. s 维 的 一 个 很 大 的 区 域 , 如 D=R $ D= Rs, 
后 者 是 AR 的 正 部 分 ， 由 于 区 域 太 大 ， 导 致 数值 计算 的 困难 . 
众 所 周 短 ， 在 众 数 和 均值 之 间 有 一 定 的 联系 .对 一 元 分 布 ， 若 分 
布 是 关于 某 点 对 称 和 单 峰 的 ， 其 均值 和 众 数 重合 ， 否 则 两 者 不 
一 致 ， 其 差别 的 绝对 值 依赖 于 分 布 的 偏 度 ， 5 pA o 分 别 为 
Εἴα) 的 均值 向 量 和 标准 差 疝 量 ， 对 绝 大 多 数 分 布 ， zo 属于 和 矩形 
μ -- So, w+ ὃσ] 和 DER. Fd DO 表示 这 个 交集 ， 它 可 用 于 
SNTO-D B WS DC BEKK xo. 如 果 分 布 几 乎 是 对 称 的 ， 则 DO 
"HOS [n — eo, pt 20] D 或 甚至 -σ,μ--σ]η D. E 

(b) D 的 维 数 小 于 s. BA SNTO-DR Fie 的 众 数 xo, 我 
们 需要 D LK NT-net, 或 包含 so 的 万 的 一 个 子 域 的 NT-net. 
我 们 给 出 下面 的 例子 来 说 明 . 

例 3.10 mI HUE d HU BIRD. 

在 82.6 我 们 已 定义 了 可 加 若 吉 斯 带 克 椭 球 分 布 ， 它 的 分 布 
密度 具有 形式 


J(=) = (det E) 12] [zr ος — BYE (ys -μ), (3.9.2) 
t=1 

其 中 加 是 x 的 对 数 比 向 量 ， 它 由 (2.6.9) ih. 当 glu) = 
(27) 6-072 εχρί-ἑω) 时 ， (3.9.2) {' WD PB ELE ΤΕ AA 

布 的 pdf. "4 (3.9.2) 中 的 函数 9 有 形式 
glu) =c(1+u/m)””, p> > m > 0 (3.9.3) 
时 ， 其 中 。 J E384t 386 348, ANA rir Er ἘΠΕ τα 
. Ek Pearson VII E245 ($2.6). 这 时 求 f(z) XXE, SHER 
hæ) Πα) Ë + E -B E (wu) ^ (8.9.4) 


t=1 
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在 τ. ΕΒΕ Af. 
下 面 我 们 利用 SNTO-D 在 T, 上 求 mo 的 近似 值 ， 但 区 域 


的 收缩 直接 在 T. 上 进行 - 

步骤 1 在 DU = 上 取 一 个 NT-net PO = {υΐ), κ = 
seam) 在 这 些 点 上 求 Λία) 的 极 大 值 MOD, REE NONE 
ΕΙ | 

M2 求 Dn 的 一 个 较 小 子 域 Do, 例如 可 取 po 3 
重心 近 于 xU 的 区 域 .具体 来 讲 ， 我 们 选择 {αι} 使 


0 x a; « Tt i=l, ys. 


B a=aí+-: tas, bi =a; ti-a, ἐξ 1... ,8. 则 


12b TL Σω 


Ξι 
- + eP αὐ»αθ, donee 
tai 
+ 
DO = fe = (£1, tay ται < wi < hi, 


i= l, s, zc DU). 
VE fay ΕΕ Zk a] k = Te πὶ 了 上 的 一 个 NT-net, 
计算 


2 . a 
y = a; + (1 — a)zbi; Έξ-]γ---γδι k=l ,Nn2, 


则 集合 PO = fy k=, πα} 为 DO ΕΙ: NT-net. 用 
MO xS POUPO 上 的 极 大 值 ， x'3 是 相应 的 极 大 
值 点 ， 
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ipu a 设 MÜ 和 αἰ’ 为 在 第 t+ 步 的 函数 he) HRA 
值 和 极 大 值 点 ， 利 用 和 步 邓 2 中 类 似 的 方法 可 将 区 域 _ DW 收缩 
X DHD, 然后 在 DU 上 产生 一 个 NT-net, 利用 它 可 求 得 第 
ti 十 工 步 的 极 大 值 MHD PRAA aD. 


HSER 3 直至 区 域 足够 小 为 止 . 则 最 后 一 步 的 ΜΕ 期 
望 接近 于 函数 的 全 局 极 大 值 . 
应 用 上 面 的 算法 到 具有 参数 s=3, p—9, m = 5.5, 


ON 1 -07 
p= (5). E- (os 1 ) 
BER (3.9.0, Β τι = na =+ = 233, Ay 1, ho = 144 βὴ gip 
集 ， 其 计算 结果 列 于 表 319, 我 们 看 到 只 用 4 次 区 域 收缩 ， 其 结 


果 已 十 分 接近 于 真正 的 解 . 因为 每 个 阶段 我 们 都 需要 检查 计算 结 
果 ， 因 此 根据 计算 结果 反馈 的 信息 ， 可 以 加 速 区 域 收缩 的 进程 . 


Æ 3.19 


0.3422242 
0.3352274 
05342224 
03334223 


τ. 3306723 
0.3343395 
0.333063 
0.3333067 


D. ET 
0.3304331 
0.3327 104 
0.3332711 


26.55203 
26.97836 
26.99543 
26.99994 


0.3333333 


27.00000 


$3.10 SNTO 和 其 它 方法 的 混合 


通过 以 前 各 节 的 许多 例子 和 讨论 表明 SNTO 有 许多 优点 : 
WHI. A SNTO 求 得 全 局 极 大 和 荡 的 机 会 比 其 它 方法 为 
高 ; SNTO 的 计算 机 程序 容易 编制 ， 且 比较 通用 ， 对 不 同 的 滑 
数 仅 作 小 小 修改 即 可 使 用 ; 不 需要 计算 商 数 f(x) 在 DEN 
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fgg. 但 SNTO 也 有 一 些 献 点 : 首先 ， 最 优化 问题 的 区 域 必 须 
BARN, 车 原始 问题 的 区 域 无 界 ， 则 必须 根据 函 赦 /的 性 质 将 
区 域 化 为 有 界 . 在 前 几 节 的 许多 阿 题 中 我 们 都 作 了 这 种 预 处 理 . 
第 二 ， 和 牛顿 型 方法 相 比 ， SNTO 有 时 需要 更 长 的 计算 时 间 . 
尽管 如 此 ， 如 和 何 加 快 收 和 敛 速 关 仍 是 一 个 值得 研究 的 问题 ， 本 市 就 
HERTHA B=, FRR 了 在 也 的 一 个 很 大 区 域 { 记 作 
D) 内 接近 于 零 (图 3.4), 运用 SNTO 时 仍 需 在 D: 放 上 许多 
点 ， 显 然 这 种 做 法 是 不 合算 的 . 因此 ， SNTO 和 SNTO-D 应 在 
十 述 三 点 上 加 以 改进 . 现 提出 一 些 改 进 SNTO 和 SNTO-D 的 
建议 如 下 : 


图 3.4 了 的 等 高 总 图 


3.10.1. SNTO 和 牛顿 型 方法 的 温 合 


有 许多 最 优化 的 方法 对 单 峰 函数 具有 很 快 的 收 敏 速度 ,但 如 
ERATE E 有 可 能 只 求 得 一 个 局 部 极 大 值 . 车 我 们 能 
用 SNTO 或 SNTO-D 和 将 区 域 D 收缩 为 D*, 使 得 r eD, H 
SE D* 上 是 单 峰 的 ， 则 我 们 可 以 肝 牛顿 型 方法 在 D* 上 找 出 
f(x) 的 极 大 值 点 at. 这 个 恩 想 导致 两 类 方法 的 温 合 ， 温 合 后 将 
E SNTO 效率 更 高 ， 比 牛顿 型 法 更 为 稳健 下面 是 这 一 算法 的 
SE. 
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步骤 ο dá E 1-0, DO) — D 
步骤 1 产生 NT-net ， 用 NTM 产生 一 个 有 w 个 点 的 
NT-net PO, CE DO = fa BO] 上 均匀 散布 


步骤 2 由 NT-net 计算 新 的 近似 值 : 求 αὐ) ε PPU] 
及 M f MU = fe) > fy), we POU {2D}. ΠῚ αἰ 
和 ΜΘ 是 当前 x” 和 M 的 最 好 近似 值 . 

53 NT 停止 规则 : > (t) = WO —a(0)/2. 3 max(e) < 

6, Ν DO BBB), =Ü) 和 MO 被 接受 为 近 羽 解 ， 并 停止 
E max (e) > 6, 进入 下 一 步 . 

步骤 4 PRM: 定义 一 个 新 的 区 域 DEY = fle), 
em 如 下 : 


(6 


i 


o5? = max (xf? — yef?,a;), 
i—1,-,5, 
ΜΙ} = max(af sei 
其 中 y 为 预先 定义 的 收缩 比 . 
PES 用 牛顿 型 法 计算 新 的 近似 值 : 置 t=++1, ΠΛΗ 


型 方法 来 计算 z* 的 新 的 近似 值 αἴ’, E MO = f(x?) 
步骤 6 NT /牛顿 型 分 叉 规 则 : 若 MO < MOD, 则 和 牛顿 
型 法 该 步 不 起 作用 ， 到 消 该 步 ， 回 到 步 邓 1 . 否则 进入 步骤 7. 

步骤 τ 牛顿 型 停止 规则 : + | 个 一 zx < δ, ΠΙ αἱ 和 
IE 接受 为 近似 解 ， 停 止 : 否则 回 到 步骤 5. 

著 在 上 述 混合 方法 中 将 牛顿 型 方法 换 成 其 它 优 北 方法 也 是 可 
行 的 . 类 羽 于 利润 分 析 ， 先 用 单纯 形 方法 , 再 用 Newton-Raphson 
方法 ， Lai (1992) 给 出 许多 例子 表明 温 合 方法 的 确 加 快 了 收 敏 速 
度 ， 仍 选用 了 一 些 经 典 的 虱子 ， 并 指出 混合 方法 既 超 过 SNTO, 
th tl 11 3555 ΒΡ AE, 
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3.10.2 SNTO 与 蒙特 卡 罗 优 化 方法 的 混合 


SNTO 的 效力 不 够 高 的 另 一 原因 是 没有 考虑 函数 的 性 质 ，- 
PME 345, SAH NT-net 中 有 和 较 密 的 点 落 于 Di € 
AP B 9k De, 而 且 优 化 的 区 域 在 逐步 秘 小 ， 则 算法 的 效力 有 
可 能 提高 . 因此 ， 提 高 SNTO X#+ É 5 — T 18 15 JE p= ^E 3E EI^] 
的 NT-net, 8) PO 不 是 均匀 分 布 的 代表 点 。 而 是 某 一 分 布 函 
数 FOG) sexu. Sin FO 可 取 中 心 在 zt 的 多 元 正 
态 分 布 . 这 样 一 种 修改 的 好 处 是 ， 使 得 在 DU 中 有 较 包 的 点 近 
Fe RBA. 在 葡 特 卡 罗 的 许多 优化 方法 中 ， 也 采用 了 这 个 思 
想 ， 利 用 该 思想 来 修改 SNTO 或 SNTO-D 只 要 修改 他 们 的 
He d. 

, 步骤 1 产生 NT-net: 在 DO 上 产生 一 个 NT-net PO, 
然后 产生 Fe) 的 代表 点 (64.2). 


ELERE PRE POC BAH, Sh, RES 
MERE WH BR FO. Tang (1992) 给 出 了 一 种 
方法 如 下 : S JUOD Xp f(x) 在 POU 上 的 样本 均值 向 量 ， 令 

Ῥ = fee PCD; f(g) > fl}, 
则 PL? 中 的 点 较 接 近 于 α', 利用 PSO? ΝΒΑ ΜΗ (η 1 
样本 协 善 阵 来 定义 多 元 正 态 分 布 FO. 

有 一 系列 蒙特 卡 罗 优 化 方法 ， 如 非 自 适应 随机 方法 ， 自 适应 
随机 方法 ， 双 实验 随机 方法 ， 收 - 拒 随 机 方法 ， 统 计 梯 度 随机 方 
法 (Rubinstein (1986). 将 这 些 方法 的 想法 用 于 NTM 优化 
法 ， 我 们 可 以 获得 更 有 效 的 优化 法 程序 . 


习题 


3.1 BHA 3.1 PRE } 的 等 高 线 图 ， 并 编 一 个 计算 程序 来 
给 出 表 3.2 的 结果 ， 
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3.2 4 ία) = οχρίΣ ια) Επί ια) w€ C", 对 5-2 
ΕΠΗ A 的 等 高 线 图 ， 并 编 一 个 计算 程序 来 求 fi 的 极 大 
值 和 极 大 秆 点 - 
33 4 
fo (g) = exp (TI zi) sin ( has z;), πες 
和 


f(z) = — exp (Ils) sin (Fiz), χες”, 
j=l jal 


利用 下 面 的 方法 编制 一 个 计算 程序 ， 当 s = 3,4 时 求 出 fa 
fs 的 极 天 值 和 极 大 值 点 . i 

(a) 在 C' 上 产生 一 个 无 限 的 NT-net, 并 用 (3.1.8) 的 方 
ik. Bip. AAA SI.3 定义 的 gpl, gp-2 ARK, ΗΝ, Haber, 
X Hammersiey A}. 

(b) 应 用 SNTO. 
34 8 Πίου) ΠΠ fisy) ABTA Rosenbrock RX: 


fila, y) = 100(y ~ z)? + (z — 1), 
faiz, y} = 10000(y — x)? + (z — 1)”, 


画 出 它们 的 等 高 线 图 ， 并 用 牛顿 法 求 它们 的 极 大 与 极 大 值 
3.5 9 fæ) -= -x-a A-a), HP πας R',A:sxs, A20 
给 定 , BRM fa 有 极 大 值 0 和 极 大 值 点 α. 设 α”- UC), 
并 由 蒙特 卡 罗 法 产生 ， 若 要 求 有 精度 |α--αι < 1077, 其 中 
ë 是 用 某 种 计算 方法 求 得 的 a 的 近似 解 ， 试 给 出 牛顿 法 ， 
加 速 牛顿 法 ， 单 纯 形 法 和 SNTO 的 比较 ， 在 比较 中 取 A 
的 对 角 元 素 全 为 1， 非 对 角 元 素 全 为 p (lel < 1). EEUU 
p = —0.9,—0.3, 0.3, 0.9 进行 计算 +. a 通过 蒙特 卡 罗 法 产 
人生， 并 产生 100 个 a, ,aioo 统计 它们 的 计算 时 间 ， 其 解 
要 符合 要 求 的 精度 . 
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36 + 


fs) = —Pa (z — 


a) Ας 


其 中 AQ; 0, À > 0, 
b~U(D), D = κια 1-1], ea 和 胡同 于 练习 3.5. 将 练习 
3.5 中 的 比较 方法 用 于 fs. f 
3.7 下 面 的 数据 来 自 三 参数 y, a 8 的 威 布尔 分 布 , 利用 NTM 
给 出 y, a, 8 MRAM (S 3.3). 


入 1 + Aa = 1, 


B>o, B: 


4.45 


— a) + λοία — b)'B(z — a), 


8X8, 


5.37 5.92 481 497 5.07 424 4.96 493 4.42 
5.57 6.06 559 531 558 664 5.36 464 464 5.41 
4.79 6.25 514 556 4.50 562 577 4.53 455 6.08 
4.50 5.84 490 5.00 644 3.98 3.88 56G 6.58 6.10 
714 615 144 3.82 5.71 398 4.78 5.05 394 5.28 
5.86 7.83 4.52 2.91 667 414 470 453 504 6.37 
06.02; 6,55 6.06 589 771 482 6.03 498 7.31 5.60 
5.84 602 6.65 652 642 524 7.49 3.42 51l 5.35 
4.34 564 4.07 6.64 5.14 507 7.75 6.02 70L 8.02 
4.62 656 6.74 422 652 634 630 5.15 686 5.38 


- 


3.8 ΕΠΗ 3 B #3 ad UN rd, 用 NTM 给 出 
o 8 的 极 大 亿 然 估计 ， 


0.21 0.18  Á 0.41 0.52 O49 0 0.24  U.38 0.20 1030 
0.489 0.32 (0.43 031 015 018 0.28 0.45 0.62 036 
O37 0.681 0.38 042 0.50 0.35 0.31 037 0.21 0.48 
043 0.47 | 0.28 O83 0.49 0.28 0.74 043 0.51 0.32 
0.03 0.34 0.39 O62 O25 039 0.37 039  0.28* 0.27 
0.60 | 0.42 0.66 0il O41 οι  Á 0.33 028 0.34 0.20 
0.52 οἱ 0.27 0.28 O53 0.23 0.33 O45 44 O42 
0.48 0.30 (0.09 O37 0.28 O55 057 0.42 0.45 0.30 
0.18 O40 0.23 032 029 O52 0.33 048 0.36 0528 
$45 O52  D.35 057 037 . 0.44 0.60 0.49 (0.48 0.53 


3.9 用 部 分 线性 化 和 RSNTO 算法 来 拟 合 如 下 四 个 数据 集 


καπ = πι κα 
Bor 5 


= 
en 


试用 如 下 五 个 模型 


Y = αοχρ[-- exp(8 — γα)] 


y= 


及 


α 


Yza+ Bexp{(—ya") 


[1 + exp(@ — yz)]1/5 


nm τι κα G b πι 0 


bat 
© 


-16.4 
18.3. 
21.8 
20.5 
21.3 
21.2 


^ a 
y- 2l 
1 +exp(8 — yz) 
Y- £^ + ax? 
了 十 22 


3.10 下 面 的 例子 来 自 网 铁 工 业 , BAAR, 全 辉 和 陈 庆 云 (1989) 


的 例 5.2 
X 2 3 4 5 7 8 
Y 106.42 108.20 109.58 110.00 109.93 110.48 
X il 14 15 16 18 18 
Y 110.59 110.60 110.50 110.76 111.00 111.20 


利用 LNL 算法 ， 用 下 面 的 几 个 横 型 来 拟 合 数据 : 


^ - 1 ^ — bx r, EN X 
Y= yx =e Y= X 
和 
ΠΝ 
 a+be-x 
求 参 数 ab 的 最 小 二 乘 估计 各 稳 键 估计 ， 后 者 选用 h(u,v) = 
lu — οἱ ($3.5). š 


3.11 应 用 RSNTO 到 例 3.3. 
3.12 应 用 RSNTO 到 例 3.8, 并 求 得 比例 3.6 中 更 精确 的 Š 
的 近似 值 . 
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SOR 多 元 分 布 的 代表 点 


在 前 几 章 ， 我 们 讨论 了 一 个 有 界 闭 区 域 D ΓΗ͂Ι NT-nets 在 
统计 中 的 许多 应 用 ， 一 个 NT-nets 中 的 点 可 以 看 作 分 布 U (D) 的 
REA B Fæ 为 一 已 知 的 多 元 连续 分 布 匡 数 ， 本 章 将 考虑 在 
如 下 两 个 准则 下 的 代表 点 : F- (ΑΣ (sx Kolmogorov-Smirnov 
距离 ) 5337; 25: (MSE) 来 度量 代表 性 的 程度 ， 本 章 我 们 将 给 出 许 
多 有 用 分 布 的 两 类 民 表 点 及 代表 点 在 概率 计算 与 几何 概率 方面 
的 应 用 . 


841 F-J 2578 Dh 


4. Εία) = Fæ m) 为 一 s 维 连 续 分 布 函 数 , du P = 
[ma ko = 1,--,n) 为 R° 中 的 一 个 nm RRA. AM (1.2.2) 所 
定义 的 F- RÆ Drin, P) BP HEH Fie 代表 点 的 一 个 量度 ， 如 
Xon Ad P" = ας, k = 1,::: , ny ERE 


Dein, P*) = min Dr(n, P), (4.1.1) 


RP PWAMA R° 中 的 n BH, p+ 就 称 为 F(z) 的 c.d.f. 4€ 
RA. 

4s=1, BSH c.df. 代表 点 在 前 面 例 1.4 已 经 找 出 来 
Y. 为 完备 起 见 ， 这 里 正式 抄录 如 下 ， 

定理 4.1 5 F(z) 为 基 个 一 元 连续 分 布 国 煞 ， 它 的 道 函 数 为 
Fy). 则 集合 


Qr = (F^ ((20 - 1)/2n), ¿= 1,--: mi (4.1.2) 
是 FX 的 一 个 4 点 cdf 代表 点 集 ， 它 的 F- eundi 1/2n. 
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当 s> 1 要 找到 满足 (4.1.1) BJ) n ARP 并 不 是 件 容易 的 工 
fr; 就 算是 最 简单 的 分 布 一 C 上 的 均匀 分 布 ， 情 况 也 是 一 样 ， 
所 以 我 们 退 而 求 其 次 ， 希 望 能 找到 一 些 低 工 - ΜΕΝ n 点 集 ， 用 
以 作为 代表 点 “RAZ” HEAR? 我 们 在 定义 13 中 给 出 
了 一 些 建议 ， 我 们 也 可 以 类 似 地 给 出 下 面 的 定义 . 

定 尽 41 令 六 为 自然 数 的 一 个 无 穷 子 集合 , 而 (Pune N} 
是 R° 中 的 一 个 点 集 序 列 ， 其 中 Pa 的 点 数目 是 n. 如 果 


Dr(n,P,) = o(n š), 


则 {Ῥω} RA Fæ) 的 一 串 KRW. 如 果 对 于 任意 给 定 
£ > 038 


Dp(n, Pr) = Ομ tte), 

则 {Ρε} nidi Fe) 的 一 串 好 代表 点 集 序 列 . 

当 Επ) 是 均 名 分布 U(C*) 的 时 候 ， 我 们 曾 介 绍 几 个 有 效 的 
方法 来 得 到 好 代表 点 集 序 列 . 对 于 由 独立 变量 组 合 而 成 的 多 元 分 
布 , 可 以 利用 各 独立 变量 分 布 活 数 的 送 两 数 来 竹 到 多 元 分 布 的 代 
XR A. 

EM 4.2 HPA Β' 中 一 个 一 对 一 连续 变换 ，Y = Tm), 
iit Fæ 和 Gy) 分 别 为 oy Πλ} Πτα δ. RTA ΛΕ 
P = (my. k =1,--- nk, ΒΕ 


Dp(n,P) = De (m, P*), (4.1.3) 


其 中 P= {νε = T (xx), k= le 38 ΠΕ} T 为 偏差 不 变 变 换 
(DPT). | 
例 4.1 设 Pa) 为 一 连续 多 元 分 布 巩 数 ， 它 满 


Εἴα) = F(zi, αι) = [1 Βίου, (4.1.4) 


其 中 Fn 二 1,-… ,8) 分 别 是 各 单 变量 的 分 布 函 数 ， 车 {ει = 
ο. ο. he nj 是 C* 中 具有 偏差 4 的 一 个 ”点 集 ， 
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r: eí a WAT A Da SW 


MAR. 
(zk 一 (Fr (cr, UU Fr (cea)), k=1,--- n) (4.1.5) 


对 于 F(m) 的 F- 偏差 是 d (B| 1.5) 所 以 这 里 分 布 函数 的 独立 逆 
变换 是 个 DPT. | 
例 4.2 ck Re 上 的 一 个 随机 向 量 ， 而 


yo Beta 


EE NRE, Epeak t RARE. BW EXP ABE. 
这 也 是 个 DPT, 其 证 明 留 给 读者 . 

但 是 对 大 包 数 多 元 分 布 ,没有 独立 结构 ， 我 们 如 何 找到 代表 
点 呢 ? 注意 我 们 已 用 随机 表示 法 找到 (45), U(B,), U(U.), U(T.) 
与 UV.) 的 低 偏差 代表 点 .为 方便 计 ， 我 们 宁可 用 “NT-nets” 或 
对 各 种 均 句 分 布 用 “均匀 散布 ” 来 代替 代表 点 ， 代表 点 则 用 于 其 
”他 分 布 . l 
假定 = (z αν) HIRR Fle), 而 且 有 如 下 的 表示 


zia) -αίόι, he), το (&16) 


其 中 g1,… ó 是 独立 随机 变量 并 有 连续 分 布 丽 数 由 (41.5) 我 
- 们 可 得 到 Rt 上 具有 低 偏差 d 的 点 集 {νε = 1,… ,n], FEAR 


{ee (p), k= 1,---.n} | (4.1.7) 


可 以 被 考虑 作为 F(z) 的 代表 点 集 ; 此 处 {zp, — 1, ,nn} 具有 
h F- ta d Cis SM 1.9). 

在 $1.5 我 们 曾经 论证 过 (4.1.7) 所 产生 的 代表 点 集 一 般 代 表 ` 
ERE. 不 过 要 注意 ，(4.1.6) 的 表示 法 不 止 一 个 , 因而 对 向 一 个 
Fiz), 可 以 有 不 同 的 产生 代表 点 的 方法 ， 正 如 在 $1.6 所 讨论 的 例 
Td UW.) 5 U(T,). SK PRE RB Hp 
不 同 的 方法 将 有 不 同 的 效率 , 得 没有 一 个 公认 的 准则 去 判断 哪个 
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方法 最 好 , 但 我 们 很 有 兴趣 地 注意 到 很 多 有 用 的 多 元 分 布 都 有 十 
面 的 随机 表示 : 


z2 Ry (4.1.8) 


X z — F(z), 为 一 3 Rud. y~ UD), DD 为 R° 中 的 
(s— 1) ARARA, H R jy hu. 豆 是 个 正 的 随机 变量 ， 如 
RE D 上 已 生成 一 个 NT-nets, 4/18 GUI R5 y 的 独立 性 
来 生成 Fe) EUR κα. | 

第 一 步 ， 产生 Cs 上 的 NT-net {ει = (cp Ceh k = 
-1,-:-,n]. 

”第 二 步 ， 以 Γκ’ 表示 随机 变量 ΘΑ Ἡ 

算 Τρ = Fat (cke) ἆ = = 1,- 

Άτα. Mea 的 前 io) 分 量 元 素 产 生 D EN NT-net 
{Ye k = 1, un). 

第 四 步 ， 最 后 (zk = nua k = 1,---,n} 是 Fe) 的 代表 点 


48. | 
这 个 方法 称 为 NTSR 算法 . 在 下 一 节 我 们 将 利用 这 个 算法 得 到 
许多 多 元 分 布 的 代表 点 集 ， 其 相应 的 DD =U 或 T, 


($42 一 些 多 元 分 布 的 代表 点 


本 节 我 们 利用 NTSR 算法 得 出 某 些 常用 的 多 元 分 布 的 代表 
点 ;它们 包括 球 分 布 、 多 元 五 范 数 分 布 和 Liouville 分 布 等 等 
4.3.1 μὴ Bh ΜΑΡΙΑ AB 

在 第 22 8, RADI BEX. κὲ 
ELS Rz 具有 球 对 称 分 布 的 意思 是 它 可 以 作出 如 下 的 分 解 

pigmO «V (4234) 


Ep REP YTO ASE LSE RETI WO) — U (u , (3 2.2). 
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我 们 已 经 在 81.5 WET EMU, 上 一 个 NT-net KREME 
换 方法 ， 下 节 我 们 将 介绍 一 个 基于 Ce-1 上 一 个 NT-net 来 生成 
U, E NT-net 的 更 有 效 的 方法 . 将 NTSR 用 于 (4.2.1) 我 们 有 下 
面 生成 球 分 布 的 代表 点 的 程序 : , 

第 一 步 在 O° 上 生成 一 个 NT-net (eek Loon) o 

第 二 步 基于 (e) 的 前 ο-- 1 个 分 量 在 U, 上 生成 一 个 NTrnet 
{wek = 1,. . : nr}. 

第 三 步 da (4.2.1) PA R ff cd. 为 Pale), 计算 | 


Fg 二 Fg! (cues); k 一 ΠΩ (4.2.2) 


E 第 四 步 最 后 " τς, k = 1,- con Enn 给 出 的 z 的 


代表 点 . 
为 方便 计 ， 我 们 在 二 面 列 出 一 BERRA 的 球 对 称 分 布 的 


Frír}. 
(a) B, ΕΘ ΒΡΗ aE 
ine R£ B, 上 的 均匀 分 布 ， 它 的 生成 元 足 的 cd 了 是 


0, σύ 
Fg(r)2 4 r', O< r <1, (4.2.3) 
1, r > 1, 


((2.2.24)). 
(b) 标准 多 元 正 态 分 布 
Be~ MOL) 那么 生成 元 R 的 分 布 函数 是 自由 度 ο 的 


Chi- 分 布 
| Fe f rome 
T3, 这 个 分 布 有 更 为 简单 的 产生 代表 点 的 方法 . ATETEA 
分 布 可 以 分 解 为 : 
o re-[ecs ` 
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其 中 O(c) 是 N(0,1) 的 分 布 请 数 . AAAI 的 办 法 ， 我 们 直接 
可 以 得 到 代表 点 | 


y= (® Her), t3 $` (ces)), f k=l, ,n, 


其 中 {οι = (οι. Ck ahh A= oon) Æ C* 上 的 一 个 NT-net. 
(c) 对 称 Kotz 型 分 布 
14 41} AS EA 2.2 定义 过 . 它 对 应 的 R CETT h 
(2.2.4) 与 (2.2.14) 得 到 : 


oppl? N+s—2)/ (21) 


T(2N + s — 2)/(22)) Jo ME du. (4.24) 


ΕἨ(τ) = 

(d) HEAK E 35 Pearson VII 型 分 布 

BRA 2.3, 生成 元 平方 4 = R? 的 pdf 可 由 (2.2.4) 和 
{2.2. 15) 得 到 : 


1 


saN je eS -N >0, (4.2.5 
BGN iJj ow Atam), «9 (4.28) 


也 就 是 说 ， W/m 具有 beta IL 型 分 布 ， 它 的 参数 分 别 是 s/2 各 
N — 8/2. 因此 可 以 用 beta +7 BORE R 的 代表 点 . TENER 
解释 . 

附注 4.1 AEM Bo 具有 参数 为 a 和 8 的 beta II 型 分 布 
RE. BEM pat d TAE: 
Sa D = bo 11 FR) b 0, —— (4.2.6) 
我 们 记 以 B, ~ B.II(o,B). 容易 看 出 ,车 B, 具有 Bell(a,8), Wi 

= Βο/{1 + B3) 具有 参数 a,B 的 beta 分 布 B.(a, B). 
根据 以 上 附注 ， 我 们 得 到 
Rm č R s N-s/2 
B= —7 LH ma RE ~ Be (5. — A ) ， (42.7) 
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其 中 R2 b Shap EE (4.2.5). 令 G(b) 为 beta 分 布 Be(2, 5-20) 
Kj rd. HFS b, = G ο B (42.7) fẹ R = σβ/α- 
刀 ))12 于 是 公式 (4.2.2) 中 的 rs 就 是 


rk = ( ποῦν ) (4.2.8) 


1 -- ἐκ 


WHA 23 HR, 多 元 分 布 和 多 元 Cauchy 分 布 都 是 对 
称 包 元 Pearson VII 型 分 布 的 特殊 情况 . 因此 ， 这 两 种 分 布 的 慌 
表 点 可 用 上 述 方法 得 出 Ἢ 

(e) 对 称 多 元 Pearson IT 型 分 布 

这 类 分 布 在 例 24 定义 过 . 由 (2. 2.4) 和 (2.2.20) 得 出 生成 元 
五 的 pdf: 


2T (s/2 +m + 1) 


T(s/ZT(m + i) rr)", O<r sl, (4.2.9) 


πι = R° 的 pd.f. 是 


2T(s/2-4- m +1) 


F(s/Z)T (m + 1) w/w)", OSusi (4.2.10) 


ο ΛΑ, ΔΙ 具有 beta 分 布 Be(s/2,m + 1). FR, RERE 
点 可 用 beta 分 布 再 加 以 平方 根 的 调整 产生 出 来 . 

最 后 来 看 看 您 样 得 到 椭 球 对 称 分 布 的 代表 点 . 假如 随机 向 量 
Vo Sg. 那么 从 定义 2.1 得 知 


rŠ p+ ~ EC,(p,B, g), 


其 中 其: sx L ME>O0:sx 8. # p) S,(g) 的 代表 点 集 ， 那 
么 椭 球 对 称 分 布 EC, qs Y, 9) 的 代表 点 (m) 可 用 下 面 公式 算出 : 


κκ = pt XH, k= ΤΣ | (4.2.1) 
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其 中 型 /? 是 任何 一 个 满足 呈 == AA! 的 s x s 矩阵 A, 不 必 一 定 是 
E 的 正方 根 阵 . 最 方便 的 是 应 该 是 正 对 角 元 的 上 三 角 和 矩阵 ， 称 为 
Cholesky 根 . 选用 这 个 A, 我 们 把 (42.11) 写成 


Zr = p+ Ay, k=l, n. 


42.2 l 范 对 称 分 布 
”定义 4.3 一 个 s 维 随机 向 量具 有 Z h 范 对 称 分 布 的 条 
pa Jv 


sÉ Hw, f (A.2.12) ` 


Ap R > 0 3⁄3r > w, W E w— U(T,) 03133338 (1988) 或 
HAR, Kotz 与 吴 启 宏 (1990)). # RAF gamma 41Η Ga(s,1) 
(82.6), 则 (4.212) 中 = 的 各 分 量 为 Lid. 且 每 一 分 量 有 标准 扒 数 
Ai. Alt, ou 范 对 称 分 布 上 其 有 许多 与 指教 分 布 相似 的 性 
质 ， 而 可 以 看 作 指数 分 布 的 多 元 化 . 
因为 (4.212) 具有 (4.1.8) B ik Hp, 我 们 可 以 用 NTSR 算法 生 
成 多 元 五 范 对 称 分 布 的 代表 点 集 . 具体 地 说 ,  Εη(σ) Ἁ (4.212) κ 
中 下 的 分 布 函数 而 Επ (ο) 是 它 的 道 函 数 , 给 定 ο. 上 的 一 个 NT- 
net {αι = (zii, cs) k = 1,--- ,n), MJ (4.212) 中 z 的 代表 点 
Ας (m. = (ze l Zh) k =1,--- νη} 可 用 下 面 公式 得 到 (1.5.33]): 
i-i | . 
| zi = r [I c; (er ) ` ο... 
m | — (42.13) 
ze = Te HERI , te= Fr (οκ), k=l, e,n 
j=1 


为 节省 计算 时 间 ， 可 以 用 递 推 公式 (4.2.19) 来 求 得 [αι]. 
4.2.3 多 元 柳 维 尔 分 布 


ἘΧ4.4 一 个 a 维 随 机 向 量 z 具有 多 元 柳 维 尔 (Liouville) 
分 布 的 意思 是 
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z < Fy, ‘ (4.2.14) 


ἘΠΕ ΤΥ y HEMMER, Hd y WR ARE ya E (Dirich- 
` let) 分 布 Delors 1%) (E X 2.3). E Fa BRR, R 
43id z ~ ζίαι ,os; Fa). | 

当 ad = …'= as = 1 BF, y ΜΗ. ΧΙ UC). Bub. £ x 
ἐν FORD KS} Ah E: £ 5G Liouville 分 布 的 特殊 类 别 GFR, Kotz 
RAE (1990), BAB): 

由 于 (4.2.14) 符合 (4.1.8) 的 结构 ， 只 要 能 得 到 Dirichlet 分 布 
的 代表 点 集 , 我 们 就 可 以 用 NTSR 算法 得 到 Liouville 分 布 的 代表 . 
AR. 至 于 Dirichlet 分 布 代表 点 集 ， 当 然 可 用 (2.6.3) 来 生成 , 其 
体 地 说 ， 设 F; Gamma 分 布 σα(α;) ΗΡΑ, {5-1 ,8 
再 设 {οι = (0.0) k = 1, un] 为 C* 上 一 个 NT-net. > 
b, = Fr (cai), 其 中 F; 3 E: F; 的 道 函 数 ， 则 Dirichlet 分 布 的 代 
表 点 集 可 用 下 面 公式 给 出 : 
bki 
ber ++) + bra 


注意 y 是 单纯 形 T, 的 点 ， 有 效 维 数 实际 上 是 (s 1), 但 我 们 用 了 
a FILERE. ἡ τι 较 小 时 这 个 表示 方法 很 可 能 不 那么 好 (fP) 
1.11 ΠΙΑ 1.12). 因此 ， 有 必要 另 找 更 好 的 方法 . 

E Be ,Bs 互相 独立 ,而且 B. AA beta 和 分布 
Be(Y5., Oj, M41), í = 1,7 ;3 一 1, 那么 任 一 个 具有 Dirichlet 
分 布 的 随机 向 量 y — Pearl … ναι) 可 作 如 下 的 随机 分 解 (2.6.6): 


(Yi ΠΙΕΙ a Bof] a. Bi). (4216) 


从 这 个 分 解 ， 我 们 得 到 比较 好 的 产生 Liouville 分 布 伐 表 点 的 方 
ik. . | 

令 F; 为 beta 分 布 ΒείΣ-ι aja) ABR, i = 
1-8, 而 Fr 29 (4.2.14) FERL R BS 2y di iS 3. 给 定 C 上 的 
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Yri = -}---γ8, k=1,---yn. (4.2.15) 


一 个 NT-net (e, k = 1,-.:,n), Liouville 分 布 L(oi, = να); FR) 


8--1 ` 
σκι = TRE — bg 1) [[ brs 
i a dn EM ` (4.2.17) 
Tk = Fg (exa), ὄκη = 0, 


by = F; (ει). i=l, ο k= 1... m 


附注 4.2 当 =---= a, = 1, Dirichlet 21Η D,{1,--- , 1) iË 
化 为 单纯 形 工 bit n, E (42.16) 中 的 B, 具有 beta 分 
dB Be(i1,:—1,--,«—1. AF Be(i, 1) 的 pdf 是 和 1oi100< 
z < 1), WA 58 επ κ 


Fi#)=2', 0 < z< 1. 


AMEER REFF 1, 于 是 (4.2.17) X 
Tki = Ha EH 


(4.2.18) 
s—1 
l/(i-l II ] 
= (L 一 eC ) ο. 


j-i 


i-2,,5 kel n. 


这 也 是 产生 单纯 形 T, 的 NT-net 的 另 一 .个 方法 比较 之 下 ， 
(4.2.18) 和 (1.5.33) 本 质 上 是 一 样 的 . 

量 好 用 下 面 的 递 推 公式 来 计算 (4.2.18): 

(a) ff gea = 1 Ë guo = 0, k — 1, ,n 

(b) 34 k=1, ,n BF, 递 推 地 计算 


Skj = πο, 了 --8-- 1, zz 1 1. (4.2.19) 
(c) 
Tei = y Hk; T Ükj—-i: ` j—1,:5,9 k=l en 
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NTSR 算法 可 以 类 似 地 用 于 和 a 对 称 分 布 , 广义 对 称 Dirichlet 
分 布 , MEA SES) Ap ( 方 开 素 与 Anderson (1990)) RIMER ENE 
克 分 布 (82.5). 


$43 生成 UV. 上 数论 网 格 的 一 个 有 效 方 法 


ο 39548 U(U,) 是 球 与 椭 球 分 布 及 方向 统计 量 的 基础 . 我 们 
1Ε 51.5.4 中 介绍 了 利用 球 坐 标 变换 (SCT) 生成 上 的 NT-net 
Jes 在 这 个 方法 中 ， MEK RU AS th BH | 


Γη 


2' 2 


F,(é) = f (sin zt) je- dt, j=l,--- 48 
= ($5) 

(4.3.1) 
的 逆 范 数 .附录 B.2 中 指出 三 (和 及 其 逆 画 数 可 以 由 非 完 全 beta 
函数 表示 出 来 . 因 得 到 非 完全 beta 函数 的 一 个 值 的 计算 时 间 不 
可 忽略 , 当 n 较 大 时 , 需要 较 长 的 计算 时 间 才 能 得 到 UV。 上 大 小 为 
n 的 一 个 NT-net. 为 了 节省 计算 时 间 我 们 常常 用 Box-Muller 变 
RER a 维 标准 正太 变量 2, 然后 得 到 均匀 分 布 sy/|g| ( 例 1.11). 
但 是 当 n 较 小 时 , 这 个 方法 得 到 的 集合 的 均匀 性 你 于 前 述 方 法 
本 节 我 们 将 介绍 一 个 生成 U。 上 的 NT-net 的 程序 ， 由 这 一 方法 
得 到 的 集合 的 均匀 性 不 比 由 SOT 方法 得 到 的 集合 差 ， 而 计算 时 
间 只 比 Box-Muller 变换 法 略 长 一 点 . 

引 理 4.1 假设 we U(U,) 并 将 和 分 拆 成 rm 部 分 


a f 
u—1-:-], "ug; xl, tp tee tin =a. 
απ) - l | 


d yw?) I . 
«{ . 小 ^ (4.8.2) 
du I 
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则 


此 处 
(1) wQ) ζ(ζι)), 7=1- 
(2) [ΤΩΝ sdm), wil}, m 相互 独立 
(3) d; 0, j =1,---,m, & (di.: tta d2) ~ Da(t/2,:-, 
tm/2) (01333, Kotz 5j RAE (1990) 定理 2.6). l 
特别 当 。 = 2m ARAE b = … = tm = 285 RNA 
«2 ^ U(U2) 及 (d, d) ~ Dall, +- ,1) = U (Tm), 所 以 随机 
表示 (4.9.2) 可 以 吉成 下 面 更 具体 的 形式 
di cos (2741) 
di ro gin (2741) 
da cos (2163) 
da ~ sin(2m$3) |. f (43.3) . 


[3. 


dm cos (2πφπι) 
din ~ sin (27654) 


此 处 | | 
(1) (d,d) S Ότο) & dj» 0, j= 1, m 
(2) ($1, Pm) 及 (dy. do) 相互 独立 ， 
(3) (r hm) ~ U (C). 
由 这 一 事实 及 (4.2.19), 我 们 建议 下 面 的 程序 ` 
Bie f Ct 上 生成 一 T NTae (e = (c, ski) k = 
Ln} 
第 2 步 E gin = 1 B go = 0k = 1,: 
第 3 步 4ke=1,--- ,n Bf, μμ 


Ski = Sisi j =m— l,m— à, wi. (4.3.4) 
第 4 步 计算 dm = V9u- geri 及 
Ee 2-1 = ἂν οοβ(2πολ,πιμί--1). 了 一 二 
| ñ (4.3.5) 
Teat = di, Sin(ZTek m1); | k= 1,...,n, 


Jul (a 一 ίακιι»'' stka) ke=l,--- st} 就 是 U, 上 的 一 个 NT-net. 
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当 9 = 9182 0) 为 奇数 时 ， 我 们 在 引 理 41 中 选取 
3, fx 三 … = ἐπὶ = zÉ m = š + 1, μι (di, ,d2,) ~ 
Dml, 1e, 1), 所 以 由 (4.2.16) 得 


(d2,... ,dà) 4 Gu B, — BT] Ba- tt „nl = αι] 1 (4.3.6) 


i=2 
` 


此 处 Βι,...,Β. 相互 独立 ， Bs ~ Be((2i+1)/2,1), ἐ-Ξ1,....ἑ. 
BM B; 的 c.df 为 st 0 < z < 1. 随机 表示 (4.3.2). 8T DJ 


di(1— 261) 
diy fill — ϕι) cos (2145) 
di V $i (i 一 $i) sin (arga) 
á | , dacos(2rós) 
da sin (2m3) ` ' 
dm cos (206,41) 
dj, sin (275.41) 


* (4.3.7) 


(1) 本) 并 有 随机 表示 (4.3.6). 
(2) (Φι,---νϕφηομι) 与 (di, di.) 18 Ἡ δὲ SE. 
(3) (rt Omar) ~ Ό(Ο Τη). 
因此 我 们 有 下 面 的 程序 
第 1 步 在 CU-D 上 生成 一 个 NT-net (ex = (cii: - 103,1), 
kl c.n). 
3 23b E mo—(5—1)/2, gim=1 Ë geo = 0, k=1, m. 
3B 323b 3 k=1,.--,m 时 ， 递 推 地 计算 


Sh; = REA TD, j =m — l,m 一 2, Ue .1. 
LE 计算 
dk; WAR ~ Ghj~1: f=1, ym, kale yn. 


第 5 步 Bk=i,--- nit, 计算 


tki = ἁκι(1 — 2ομπι), f 

σα = dai / cem (1 — Chm) COS (2 ek me); 
wes = ἀρ V Cam (1 — Chen) Sin(272TrCk,n+1 
Deo = dki cos(Zc& ai), I ` 


Έλσα = dei ἰπί2πεμ 21), La «πε, 


则 πι = (2 he), & = 1,---, 2} 为 U, 上 的 一 个 NT-net. 
以 上 两 个 算法 是 Tashiro (1977) 与 方 开 泰 ， 王 元 与 黄 开 林 (1902) 
独立 给 出 的 ， 我 们 称 之 为 TEWW ἈΞ. BHRR, ERSE 
` 开 林 给 出 的 数值 结果 表明 TEWW 程序 所 需 的 计算 时 间 大 大 低 _ 
于 SCT 所 需 的 时 间 ， 而 且 由 TFWW 5 SCT ERB U, 上 的 
NT-nets 具有 同样 的 均匀 度 . 因此 TFWW 程序 是 值得 推荐 的 ， 


$ 4.4 MSE 准则 (一 维 情形 ) 
fü X 为 一 个 随机 变数 ， 它 有 pai p(z) 与 o? = Var(X). 对 


TAE n PR —co < mi < ms < L ma < 00, An 级 量化 Qn(-) 
H F El B Br δὲ ΡΕ C i : B 


.Qu(z)-— te, if οκ «m Sarp, k=l, pn, | (44.1) 
来 定义 ， 此 处 
αι 一 —00, G,+1 = 00, Gk = (σε + mà 1)/2, k = 2,-- - E 


Mi z= (zz ,zn) 给 定时 ， 我 们 用 下 面 的 均 方 差 (MSE) 
MSE(z) = MSE(z1,... ,z4) = AEQ -QX) Ὁ 


1 x 
= ad. min(e 一 σε) p(x)dz 


== ‘is 4 ία 一 αι) p(z)dz (4.4.2) 


i-i 
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RHE Χ 5 Q(X) 2 1518. 
4 
TR, = (21,7: Mn) RL < 92 < c < zmaj). 
最 优 量化 Ο.Χ) 使 MSE(e) Hb, He ΕΤΕ, H 
MSE(e*}= min MSE(s), | 
zcTR, 


则 Ω:(Χ) 就 是 对 应 的 n- 级 量化 ， 我 们 称 z" 为 X (BE p(z)) 
的 1253403825 (或 mse 代表 点 ， mse-rep-points)， 在 很 多 领 
域 中 都 有 需要 求 出 均 方 差 代表 点 的 问题 ， 如 信息 论 ， 育 类 分 析 ， 
量化 理论 ， 标 准 化 及 随机 模拟 理论 (Cox (1957), Bofinger (1970), 
Anderberg (1973) BAF WBA (Fang and He (1982)). fi 
An, tr F(z) 为 一 个 国家 成 年 男子 身高 的 c.4f 肯定 对 于 所 有 成 
年 男子 ， 我 们 村 设计 三 种 不 同 尺寸 (S, M, L) BNET. imjpikfé 
能 够 很 好 代表 总 体 的 三 种 模型 呢 ? 我 们 建议 选择 rie) 的 三 个 均 
方差 代表 点 作为 型 号 的 身高 . Max (1960), Lloyd (1982), FFÆ 
4388 7 (Fang and He (1982)) Æ Cambanis 与 Gerr (1983) 建议 
T3 ΡΙΣΕΛΙΕ. 84718977 25 ER ERA. 
AR ΗΕ, RATA LR eo =1. 

命 {Enn Enn San} (n = 2,3, ) Ἢ Ῥία) 的 均 方差 代表 点 
序列 ， 并 命 | . 


Ln 一 L(Za, tU | £n.) = MSE{£n1, Ut Zu) 


为 TR. EAS MSE 的 极 小 ， 则 下 面 事实 易于 验证 : 
(9) 最 优 量化 Q. (X) 的 概率 分 布 为 | 


P(Q. (X) = Eni) = Pai 
此 处 


(zn1--222)/2 
pa = / p(x) de, 
— ou 


(zai. i4 1)/2 
poi Í ρα) dz, i= 2,---,n—-1, 
{2a α ttini) /2 
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f Innit Tan) /2 
(b) 0 < L. < En < 1. 
(c) 34 n — oo 时 ， L, 一 0. 
a 


Pan = ια p(z) dz. 


E(Q«(X)) = BX), 
Var (Qn(X)) < Var (Qn4i1(X}} 


Var (Qn(X)) — Var (X) (n9. 
(e) E(X — Q,,(X))2 = L, Var (X) — 0 (n — oo). 
证 由 (4.4.1) 立即 得 (ο). 今 往 证 明 (b). 由 于 
Loa Eny ο ἈΝΕ ΚΕΝ 
< Litn, Eni Tnn + 1) < Las 
所 以 只 要 证 明 L, < 1 MJ. 我们 有 
has f. (z — 23 p(z) dz, 
它 在 αι = Ele) 达到 极 小 . 因此 zn = Ele) 及 五 = 1. 我 们 略 去 — 
T (ο), (d) (e) ΚΠΕ. O | 
在 (4.4.2) 中 命 9MSE/Br; = 0, i— 1.…,n, 我 们 得 下 面 的 
非 线性 方程 


αι πα] . 
&e-f (e-a =o, 


(72--23)/2 : 
fa (z) = / -- (z — σχ)ρία) dx = 0, (443) 


fala) -- { (z — t_)p(z) ἂσ = 0, 
{nl 二 mn 
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itat æ eTR, Ar 
OI weThs — (44) 
i=} ' 


于 是 寻找 均 方差 代表 点 的 问题 就 等 价 于 找 一 点 α’ 使 L(e) 达到 极 
AME. 这 是 典型 的 最 优化 问题 ， 它 可 以 用 SNTO 来 解决 (83.7). 
例 4.3 标准 正 态 分 布 
BR X ~ N(0,1). BOR BERGER BET IE ANK, 
所 以 当 n 为 奇数 时 ， 对 = -rto t= L2, ¿(n + 1/2, JA: 
而 zhiny = 0， 因 此 我 们 只 要 寻求 0 € zt ς-.. «αὐ, 此 处 
a= n/2], 于 是 (4.4.3) ER 


fiie) = ov) - (21222) -n [e (2+2) - &(v)] =0, 

fife) = (= £=) _ (etm t 55 ) 
Mm 

fale) = 9(Z 22) _ a [1 (2227 =o, 


此 处 


{4.4.5) 


He) = ee, φίο)- f oa 


= { 小 4 Tm 341838, 
21/2, 其 它 情形 . 


FHM GRR SNTO 不 仅 有 程序 简单 之 优点 ， 而 且 比 其 他 一 
些 已 知 方法 要 精密 些 . 命 


= Σ iz) πετ, (4.4.6) 
ἐ--1 . 
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TRI = {(x1, αι :0S ay «cm 
ΦΑΝ TEJ 36493 = {8 88 3 r τή ΤΕΣ 上 寻找 Lla) 的 
一 个 极 小 点 问题 . 由 标准 正 态 分 布 的 熟知 性 质 可 知 尾 一 定 落 于 
区 域 


TRi(B) -{ίαι»τ-να)τΌξαις'.'«α.ς«δβῚ, (447) 


之 中 ， 此 处 B 为 适当 常数 ， 例 如 当 10 < n < 30 时 ， 我 们 可 以 取 
B=35 4 n < 10 J, HE B—2-—3. fr D-TRI (B). 我 们 可 
以 用 SNTO 及 πο = ns = c 求 得 均 方差 代 表 点 z" 的 近似 ， 计 
算 结 果 列 于 表 4.1 与 42 中 . 在 表 41 中 ， 我 们 用 N 表示 计算 时 
用 的 总 点 数 ， T 表示 对 区 域 TRB) 进行 收缩 的 次 数 ， =* E 
RH SNTO 得 到 的 一 个 均 方 差 代表 点 ，2r 为 由 方 开 素 与 贺 瞩 东 
(1982) Jr 1k 41800629 7; 254846 A =" HW, Μακ (1960) 的 结果 稍 好 
一 点 ， 及 Let) 与 Lee) 分 别 表示 Le) 在 wm ia^ 2.48. dit 
4.1 可 见 z" HFRS 388838 (1982) Æ Max (1960) 的 结果 和 精 
Wr X42 Hp n < 10 Bb. α'' 之 值 . 

土 述 方法 可 以 用 于 任何 连续 一 维 分 布 , PERE (1991) 5 

αἱ (1992) 得 到 对 数 正 态 分 布 与 beta 分 布 的 均 方 差 代 表 点 ， 


表 41 SNTO SAAS - MBAR ER 


n n n T N πα") μα") 

Α 114 59 20 1836 1.490£—8 3.308E—5 

5 114 89 20 1835 1.490E—8 6.124E.—8 

6 701 199 22 4880 - 1.490E—8 1.308E—5 
T 701 199^ 23 5079 1.490E—8 ` 1.882E--5 | 
Β 1069 523 22 12,052 7.078E—8 2.424EB —5 
9 1069 523 22 12,052 2.935E--8 T.864E —3 
16 4001 1069 22 26,450 1.576E—6 3.400E—5 
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3k 42 NO 1) BJ 3 5 2E +ü 3 κε 


n Σι T3 $3 Va Ts 
4 0.452780 1.51042 

5 0.764567 1.72415 

6 . 0.317717 1.00011 1.89360 

7 0.580573 1.18814 2.03336 

8 0.245096 0.756014 1.34392 2.15195 

9 0.443636 0.918791 1.47638 2.25465 - 


10 -0199614 0.609828 1.05777 1.50125 2.84488 
845 MSE 准则 (多 元 情形 ) 


我 们 现在 考虑 多 元 分 布 的 雹 方差 代表 点 与 量化 ， 1982 年 3 
月 IEEE Transaction on Information Theory 关于 这 个 主题 出 了 一 
个 专辑 ， l | 

-α--ί(Κι,...,Χι) 为 s- 维 随机 矢量 ， 它 的 pdi Ἂ γία) 而 

A Var(X;) 21,4 — 1,---,s. 文献 上 多 元 量化 的 定 尽 如 下 : 

定义 4.5 ”一 个 所 谓 = ERE z 的 四 级 是 化 Q = (9,5) 8 
* 总 "的 一 个 输出 矢量 集 了 = {ys p.) E 的 一 个 nn 个 互 不 
相交 的 前 分 S (81, ,Sn) 及 一 个 由 Q(z) =w (z € δι) 定义 的 
Mat Q : R° 一 S. 

当 s > 工时 ,我们 常常 称 之 为 分 块 量化 , 矢量 量化 EE E 
化 . Miia IE, 为 所 有 n 级 量化 中 使 均 方 差 


| MSE(Q) = Eje — Q@)I?, (4.5.1) 


达到 最 小 之 m 级 量化 最 优 n 级 量化 所 对 应 的 (rc) 称 为 = 的 均 
方差 代表 点 . | . 

我 们 易 知 下 面 关于 最 优 量 化 的 必要 条 件 : 关于 每 个 量化 输出 
yo BIA Si 4 二 1,.… n, 应 该 满足 
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δ; = (z: |z — ull < li — ell £i}, (4.5.2) 


此 处 我 们 略 去 S. MINHA: 及 对 于 每 个 前 分 块 SL y. 应 为 条 件 均 
fü 


y; = Ems € δη. ` (4.5.3) 


因为 一 元 分 布 的 均 方差 代表 点 可 以 排序 ， 它 的 MSE 可 表 成 求 和 
形式 (44.2), 其 中 每 一 项 都 易于 计算 . 多 元 分 布 不 具有 这 一 性 质 ， 
所 以 难于 求 得 多 元 分 布 的 均 方差 代 站 点 . 尽管 有 几 个 生成 均 方 莽 
代表 点 的 数值 方法 , 但 尚 无 人 证 明 这 些 廊 法 能 产生 真 的 均 方 差 代 
表 点 . Zador (1982) 与 Gersho (1979, 1982). 建立 了 渐 近 最 优 矢 
重量 化 的 理论 基础 ， Zador 发 现 高 质量 量化 的 渐 近 情况 


MSE(Q) = A(s, 22 pilo, (4.54) 
其 中 | B 
lotes = | Í intera] 


及 A(s2) 和 密度 函数 ple) 是 独立 的 . Fejes Toth (1959) 指出 
` A(2,2) = 5y/3/108 = 0080187537. 34 n 不 很 大 时 ， Linde, Buzo 
与 Giay (1982) 建议 了 一 个 用 造 代 求 矢量 量化 的 LBG 算法 , 它 
”基于 一 个 RAD. 这 一 方法 已 被 用 于 多 元 正 态 ， 多 元 Laplace, 
多 元 gamma 与 多元 均匀 分 布 (Abut, Gray $ Rebolledo (1982), 
| Gray 与 Linde (1982) 与 Gray (1984) 去 计算 低 比 特 率 (bit-rate) 
量化 . 必要 条 件 (45.2) (4.5.3) 给 出 了 LBG .算法 的 基础 ， 算 法 
| SWB Linde, Buzo 与 Gray (1982). | 

LBG 算法 有 很 大 的 优越 性 ， 它 是 生成 矢量 量化 的 最 有 用 的 
方法 , 但 是 这 一 方法 世 有 许多 缺点 : 它 的 最 后 的 输 负 矢量 仅 为 局 
部 最 优 并 且 依 赖 于 输出 矢量 的 初始 集 ， 训练 序列 与 MSE 的 计算 
基于 效率 不 高 的 葵 特 卡 罗 方 法 - 
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不 少 人 建议 了 各 种 初始 输出 矢量 ， Wilson (1980), Fischer 与 “- 
Dicharry (1984) 与 Fischer (1989) 给 出 某 些 几何 设计 ， 另 一 方面 
AMIR FH Tib- Fischer (1986) 用 Shannon 
的 炳 理论 (1948) 给 出 一 个 信息 编码 定理 . 这 个 方法 仅 对 很 高 维 . 
量化 才 有 效 ， 

”为 了 克服 上 述 LBG 程序 中 的 缺点 , 方 并 素 , HSS Bentler 
(1990) 用 NTM 产生 初始 矢 量 及 训练 序列 来 烽 改 LBG 程序 . 

@ Fæ) AR 的 一 个 给予 cdf 及 随机 矢量 z ~ FG). 假定 
Pe) 的 一 组 cedi 代表 点 可 以 用 €" .上 的 一 个 NT-net 来 生成 ， 

Jj NTLBG 程序 如下: 

第 1 步 Βι-ο BPC 上 一 个 op RAR Εία) 的 一 个 
c.d.£. 代表 点 集 作 为 输出 矢量 J) = {ta ` Vin} 的 初始 集 . 

BIG ARPS) 的 一 个 cdf 代表 点 集 {wl,… ἀν} dE 
.为 训练 序列 . . 

93b ”形成 {ek =1,---,N} 的 前 分 (S; Ea ΒΡ κ 
对 应 一 个 S; 满足 | ' 


li; -gell «lie gl ἐπ. ΄ 


第 4 步 。 计 算 条 件 样本 均值 (4.5.3), 并 组 成 一 个 新 的 输出 矢量 
Yea = ο ον μα HA 


` tij 一 — > =k. 


Pen ges, 


其 中 nn BREF 8; PAD =k 的 个 数 . 一 般 说 来 ， 这 些 输出 矢 
量 与 初始 输出 矢量 不 一 祥 . . 
” 557; BY = X, HALEF, 并 得 到 最 终 输 出 矢量 
Veo BA t=t+1 再 回 到 第 3 f. | 
这 个 过 程 给 出 了 非 增 的 MSE, 最 后 收敛 于 一 个 局 部 最 优 解 
= ty δε]. NTLBG 程序 主要 基于 情 类 分 析 的 各 平均 方法 . 
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各 平均 程序 的 收敛 性 的 各 种 证 明 分 别 由 MacQueen (1967), Pollard 
(1981, 1982), Gray, Kieffer 与 Linde (1980), Gray 与 Karnin (1982) 
ΚΚΕ 53 75 JE 3E (1982) 给 出 . 

在 下 一 节 , 将 NTLBG 用 于 球 分 布 ， 我 们 可 以 得 到 一 些 比 过 
去 文献 更 好 的 结果 . 

附注 4.3 NTLBG 为 什么 能 改进 LBG? 主要 是 对 于 箱 出 失 
量 的 初始 集 采 取 了 c.d 代表 点 ， 

考 嵌 最 简单 的 情况 C^. 在 C* 上 ， 我 们 取 一 个 NT-net 序列 
P, = {fe = 1, n) 具有 偏差 D(P,) = Oln log’ n), 其 中 
n Br BASES. MH 


(n) = -1/4 
L gg, |e αγ = O(n" logn), 


其 中 [η as y εὐ b- 范 数 及 


MSE = P [ος min |e — zt |?dx = O(n-?/* log? n) 


它 很 接近 (4.5.4) 中 的 阶 O(n). 

如 果 我 们 用 U(C*) ΗΑΕ E ARP EPRI 的 初始 点 
结果 可 能 较 好 . 但 这 样 做 仅 对 “小 对 有 将 见方 开 泰 BRS .. 
Bentler (1990) 的 文章 . 

附注 4.4 我 们 很 自然 地 要 用 NTM 来 生成 一 个 训练 序列 . 
最 简单 的 途径 是 用 84.1 与 $4.2 所 述 的 方法 .但 是 用 来 提高 求 积 
公式 收 敏 速度 的 对 称 化 方法 也 可 以 用 于 生成 一 个 训练 序列 的 问 
νι BE. 例如 ， 车 [es = (cus cu)} 是 C? 上 的 一 个 NT-net, 则 对 称 化 
后 的 NT-net 为 


[(ekisck2). (Cer, 1 — che), (1 — Chis Cka) (1 — Ekis 1 — exe), k=l, n]. 


由 54.2 所 介绍 的 方法 , 我 们 可 以 得 到 No(0, D 相应 的 代表 点 (xe). 
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(94.6 球 对 称 分 布 的 MSE 代表 点 


本 节 我 们 将 应 用 NTLBG 来 求 得 妹 对 称 分 布 的 mse REA- 

H4 BRIER. κ 

不 失 一 般 性 ， 我 们 仅 考虑 二 元 正 态 分 布 N.(0,D. 同 法 可 以 用 
于 任何 标准 正 态 分 布 ， 从 而 可 以 用 于 一 般 多 元 正 态 分 布 . 关于 生 
Re SMR CPR. 在 此 就 不 重复 了 ， 有 两 种 方法 来 
产生 训练 序列 : 一 个 基于 NOD 有 独立 分 量 这 个 性 质 ， 另 一 个 
方法 为 用 54.2 的 方法 把 多 元 正 态 分 布 当成 球 对 称 分 布 ， 表 4.3 给 
出 当 3 < n < 32 了 时， 由 第 一 个 方法 得 到 的 MSE, SF ΒΕ ER TER 
4.1 HEA "e" 者 ， 计 算 中 车 包括 对 称 化 后 的 点 ， 调 练 样本 大 小 
为 N = 70,841. 我 们 可 以 看 出 当 ms= 6 时 ， MSE MAL, TA 
曲线 光滑 地 下 降 . 


. 3t 4.3 正 态 分 布 的 mae 代表 点 的 MSE 


MSE n MSE n MSE 
0.4618290 13 0.1301080 23 0.0771025 
0,3623600 14 0.1227065 24 G.0744985 
D.3063070 18 0.1172445 25 0.0714630 
0.2711950 18  ^0.1067880 26. 0.0689305 
0.2216000 17  .0.1020085 27 ` 0.0659590 
U.2002523 I 18 0.0967775 28 0.0639525 
0,1806665 19 0.0922800 29 00.0620685 
i0' 0.1635840 20  0.0875885 30  ^0.0600280 
11 01613470 21 09.0835925 31 0.0582365 
12 01387188 22 '0.0800835 32 Q.0569415 


on - oC: σ e wa 


如 果 我 们 用 后 一 方法 来 生成 训练 序列 ， 划 与 前 一 方法 得 到 的 
结果 没有 什么 本 质 差异 . DUI n — 8,16 与 32 时 ， MSE 分 别 
等 于 0.200268, 0.106794 与 0.056556, M% n = 6 Bj," MSE 没有 
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改进 Τσ ΙΕ αντ 
M EMOD 在 正 交 变 换 之 下 是 不 变 的 ， 图 中 的 点 在 族 转 之 下 
有 相同 的 MSE. ` 


图 41 Na (0, D) 的 mee REAM MSE 


2 2 3 3 一 a i 
PE EES ES 
E -2 — à a — d 
à - ap ——— — 2 | 2 

2 Qh td a “sot 2 E 


图 43 No(0,BD 的 代表 点 ` 


附注 4.5 Sharma (1978) 指出 ， 对 于 对 称 分 布 ， 最 做 量化 不 
一 定 也 对 称 . 由 图 4.2 可 见 大 密 数 输出 矢量 都 不 对 称 . 但 在 某 些 
情况 (n —3,4,7,8 等 ) 有 一 些 对 称 关 系 ， 对 于 n = 7, 我 们 猜想 一 
点 应 在 原点 ， 其 他 点 则 等 分 布 在 以 0 为 中 心 ，r 为 半径 的 圆周 

上 ， 其 中 r BST DL k E. l 
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>$ n ΤΙΝ, BH MRM RAY r 秆 为 0, 1.43501, 1.43713, 
1.43529, 1.43503, 1.43422, 1.43320. EXN r 的 平均 为 1.435647; 
这 可 以 当 作 > 的 估计 ， 然 后 我 们 取 0 及 半径 为 > = 01435647 上 的 
六 个 点 作为 NTLBG 程序 的 输出 矢量 的 初始 集 .*y 的 最 后 矢量 之 
{8 3! 0, 1.43502, 1.43555, 1.43444, 1.43503, 1.43856, 1.43556, Pa] 
对 应 的 MSE 为 0.221597. 这 一 技术 可 以 用 于 其 他 情况 并 改进 用 
NTLBG 获得 的 结果 . Pip n — 8 时 ,改进 后 的 7 值 为 0.48077, 
0.48110, 1.37299, 1.37299, 及 4 个 1.63416, 它 所 对 应 的 MSE 为 
0.200251.. 


附注 46 王 元 与 方 开 泰 (1981) SUT EA ESHA 
集 P, (a) 的 最 后 一 点 以 得 到 低 偏差 集合 Pala) 这 一 想法 给 出 
了 设计 输出 矢量 初始 集 的 另 一 途径 例如 , PETI 用 这 个 方 
. 法 得 到 的 输出 矢量 位 于 图 4.3 (a) 之 中 , 其 中 MSE = 0.2522955, 而 
MSE 值 位 于 图 4.1 的 “0” 处 , 它 比 图 4.3 (b) 的 MSE= 0.2711950 
好 些 . ΟΕ ΜΗ, 对 于 n= 32 我 们 也 可 以 得 到 一 个 输出 矢量 集合 ， 
其 中 MSE = 0.056895, ἘΞ 138 4.3 中 的 MSE = 0.0569415 好 些 ， 


我 们 在 这 里 已 经 见 到 输出 矢量 的 初始 集 的 选取 的 重要 性 . 
NIM 给 出 了 生成 输出 矢量 的 初始 集 的 一 般 程序 ， 看 来 似乎 比 文 
献上 已 有 的 其 他 方法 好 些 , 但 仅仅 只 用 一 个 NTM, 结果 并 不 总 是 
RE. 所以， 我 们 建议 用 几 种 方法 ， 例 如 ， 附 注 4.5 与 46 中 所 
介绍 的 方法 ， 然 后 从 比较 它们 的 结果 中 得 到 较 好 的 结果 ， 


2; 2 
Ü ü 
-à -2 


` (a) (b) | 
图 4.3 No (0,2) 的 两 个 mse RRAN 
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[44.5 B, 上 的 均匀 分 布 
在 $1.5, 我 们 己 经 介绍 了 获得 低 的 伪 F- .偏差 的 U(B,) 的 代 
表 点 的 方法 .现在 我 们 用 MSE 准则 来 给 出 U(B.) 的 mse 代表 
Ae 
均匀 分 布 U(B,) 是 球 对 称 并 有 随机 分 解 (4.2. 1) Ἠ ΒΗ 
c.d.f. 为 
Far) =r* 


及 (4.2.2) 中 的 re = ell. 

X n = 8,16 5 32Bf, 图 4.4 画 出 了 用 NTLBG 算法 给 出 的 
U(B,) 的 mse 代表 点 及 其 对 应 MS 吾 之 值 0.032936, 0.016591 与 
0.008116. 与 图 1.11 相 比较 ， 我 们 看 出 由 这 两 个 准 姑 得 到 的 mse 
代表 点 是 不 同 的 ， 出 MSE 准则 得 到 的 mse 代表 点 在 加 中 的 位 置 
比较 对 称 .例如 当 n= 8 时 ， 一 个 点 位 于 圆心 ， 其 他 了 个 点 均匀 


”地 位 于 一 个 同心 国 上 . n = 16 时 ， 4 个 点 均匀 地 散布 在 一 个 


HEE. Ki 12 个 点 则 均匀 散布 在 另 一 个 同心 图 上 . EB F- 
偏差 准则 来 获得 代表 点 ， 并 将 这 些 点 表 成 极 举 标 (ribi), 则 很 可 
能 没有 两 个 点 有 相同 的 τι 或 o. 


n-8 n=16 n=32 


E 4.4 U(B;) 的 mae 代表 点 
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1 i 1 


-1 J -1 4 


n=8 ^ n-16 n232 


Ei 45 mse 代表 点 


"i 4.6 多 元 对 称 Pearson VII W446 
这 些 分 布 已 在 证 2.4 中 定义 过 ， 多 元 对 称 Pearson VII 型 分 
{189 pdf. 为 


GJ ARTE (1 + ο” 7 N > > m > 0. ` (4.6.1) 


对 于 (4.5.1), 我 们 已经 建议 了 有 效 的 方法 (4.2.8) 来 计算 (4.2.2) 中 
的 rs， 所 以 志 元 对 称 Pearson VII 型 分 布 的 mse 代表 点 可 以 用 
NTLBG 算 疲 来 求 得 ， 例 如 当 和 =4 N = 15 £: s = 2 时， 对 于 
n = 8, 16 与 32 我们 用 NTLBG 算法 生成 输出 矢量 集 ， 它 们 的 
MSE 分 别 为 0.032294, 0.017586 与 0. 009246. 这 些 结 果 曾 在 图 4.5 


之 中 . 
54.7 代表 点 的 几 个 附注 及 其 在 积分 中 的 应 用 


我 们 已 经 介绍 了 两 种 生成 代表 点 的 方法 ， 其 一 基于 F- 偏差 
meth P- 偏差 ， 另 一 则 基于 MSE 准则 ,由 于 每 一 种 代表 点 都 有 其 
特殊 的 用 途 ， 所 以 一 般 很 难说 那个 方法 更 好 , 按照 我 们 的 经 验 ， 
我 科 向 读者 指出 以 下 诸 点 . 为 简单 计 ， 我 们 用 代表 点 (D ΕΠΗ 
第 一 种 方法 得 到 的 代表 点 ， 类 似 地 可 以 定义 代表 点 (ID. 
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ΘΝ. 


-1 0 .1 2 . 0 1 


(a) 代表 点 (D (b) 代表 点 (I2) 
图 46 两 种 代表 点 


代表 点 (1) 容易 生成 ,而 代表 点 (ID 则 不 易 生成 . 因此 后 者 适 
宣 于 仅 需 小 数目 代表 点 之 情况 . 例如， 试验 设计 (第 53, 工业 
标准 化 与 信息 论 ， 对 于 多 重 积分 近似 计算 ， 最 优化 与 统计 模拟， 
我 们 推荐 代表 点 (D. | 

因为 选择 代表 点 (ῃ BANATZE H BANZA 
小 ， 所 以 如 果 把 代 宕 点 当成 一 个 祥 本 ， 则 代表 点 (Ὁ 的 随机 性 质 
比 代表 点 (ID 的 随机 性 为 优 . 因此 由 代表 点 (D 得 到 的 样本 和 矩 与 
总 体 矩 之 差 很 小 (B19 及 表 1.1 5538 12) | 

这 两 种 代表 点 均 可 以 用 于 试验 设计 (第 5 章 ). 我 们 总 希望 代 
表 点 在 试验 区 域 中 散布 均匀 , 例如 将 5 个 零件 放 在 一 个 扒 子 上 放 
入 炉 中 加 热 ， 我 们 当然 希望 5 个 零件 放 在 盘 中 的 一 个 好 位 置 . 
这 个 问题 等 价 于 在 盘子 里 我 一 个 均匀 散布 的 点 集 , 一 般 说 来 ， 由 
于 代表 点 D 看 土 去 似乎 散布 得 不 均匀 ， 所 以 它 不 易 被 工程 师 接 
受 ， 而 他 们 宁 有 愿 用 代表 点 (ID (E 4.6). 

在 第 2 章 ， 我 们 用 均匀 分 布 的 代表 点 (D 于 多 重 积分 近似 计 
SE. 当然 其 他 分 布 的 代表 点 (D 也 可 以 用 于 数值 积分 、 命 = 为 一 
^ = 维 随机 矢量 ， EA pal. ρία). αρα” -个 可 积 殖 数 ， 则 
5 


ISESE) = [ρα ο (72) 
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可 以 用 κ 
151 YU fü), (4.7.2) 
ἐ-1 - 


来 近似 ， 此 处 (2... αι} 为 pe) 的 一 个 代表 点 集 ， 例如 积分 


I= nr = iy re; € D), (4.7.3) 


i=1 


为 概率 P(z c D), D € R, ΚΕΙ, IA IC) 为 D 的 指标 
钞 数 .这 个 方法 类 似 于 蒙特 卡 罗 方 法 中 的 成 败 方法 (Rubinstein 
(1981) 115 页)， 所 以 称 之 为 NT RKA πὲ NT hit-miss 方 
法 或 (NTHM). 第 二 章 给 出 的 NT- 均 值 方法 WHF EP 
方法 中 的 样本 均值 方法 . 在 蒙特 卡 罗 理 论 中 ， 后 一 方法 比 前 一 方 
法 优越 ， 所 以 我 们 相信 对 NTM, 这 一 结论 仍 成 立 : HD (4.7.2) 不 
及 NT- 均值 方法 . (41.2) 在 某 些 情况 仍 很 有 用 ， 例 如 ， 假定 
[D; i= 1, ,m) 为 R" 的 一 个 剂 分， 出 概率 . 


p=PeeD),  i-l-,m. 


可 以 出 (4.7.3), Bl 
pie SMe Di, slm — (14) 


j=l 


KM. 在 此 我 们 仅 生成 代表 点 集 (==), 然后 再 计算 im) BA 
D, 的 个 数 ， 我 们 将 点 数 记 为 m,lsism. 则 由 (4.7.4) 得 


| p; = nifn, b= Lees ym. 
这 表示 这 πι 个 概率 的 近似 值 被 同时 得 到 ， 


例 4.7 定 限 概率 ` 
| 。 1Τ8 - 


我 们 已 在 例 2.6 介绍 了 计算 概率 的 方法 ， 现 在 我 们 来 计算 所 
有 从 个 卦 限 的 概率 ， 置 mE 


Dy = ((1,72,25) : z1 > 0, 22 > 0, ws > 0}, 

` Ds = {(x1, 92,43) : zi > 0, za > 0, ty < 0}, 
Ds = ((2:,25, σα) Dzp Ü, zə < Ü, f3 » 0), 
D. = ((21,72,25) τσι > Ü, 22 < 0, zs < 01, 
Ds = (1. 22,23) : ry < 0, z3 > 0, zs > 0}, 
Dg = (G2 02,23) :21 «0, 2220, zs < 0}, 
Dy = 1(21,22,23) : αι < 0, ον <0, 23 > 0], 
Da = { (21,82,23) :21 < 0, 22. «0, zs < 0) 

及 ΙΙ 
p; = PE Di), 1<2<8, 


MAE z — Mts(5,0, R), 其 中 


1 05.05 
R—I|05 1 05 
05 05 1 
Hp 2.7 — F. RINE p, —0.25. 其 他 的 p; 可 以 用 (2.3.2) 及 
一 个 将 D; € D, 的 变换 求 得 ， 例如 


oo co 0 . 
»-[ Í f ρα). 
p 9 -00 . 
Ῥ z, =y, z2 = 32 and zs = —s. 则 | 


»- [^ f. [eon 


其 中 . 
1 05 —0.5\- 
R =| 05 1 -05l. 
-0.5 —05 1 Jf. 
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加 ἀθι(Ει) = det(R), 所 以 由 (2.3.1) 得 p; = 1/12. 类 似 地 ， 我 们 
$$ p; = 1/12, =3,4,5,6,7 及 pa = 0.25. 
f Pas (1 Si < 8) 为 由 (4.7.4) 得 出 的 p; ROVER. Mar 


8 
Ta = > [Pri 一 zi 


1 二 1 
为 这 八 个 概率 pw 的 绝对 误差 之 和 ， 其 中 n 表示 用 来 计算 诸 pni 
前 代表 点 数 . 则 Τα 之 值 由 表 4.4 给 出 ， 此 处 第 3 列 由 被 积 函 数 
对 称 化 得 到 (52.1), 所 以 样本 大 小 为 Sn. 我 们 见 到 NTHM {18 
BEAR Be A 2.7, 而 且 被 积 函数 对 称 化 在 此 并 无 显著 好 处 . 


R44 两 种 方法 的 误差 


RR ROE (Επ) 


135 0.007407 
597 0.01256 0.010050 
1010 0.00693 0.003630 
2440 0.001639 0.001776 
5037 0.003077 0.003971 

0.0013324 0.006333 


0.000675 D.000521 


因为 在 NTHM 中 ， 我 们 不 需要 将 无 穷 区 域 化 为 有 限 区 域 ， 
所 以 省 去 了 例 2.7 中 关于 值 4 的 确定 ， 这 确实 是 一 大 优点 . 如 
果 概 率 的 近 做 计算 并 不 要 求 很 高 的 精密 度 ， 那 么 这 个 方法 就 足够 
T. 除 此 而 外 ， 这 个 方法 还 可 以 用 于 球 或 单纯 形 上 的 分 布 我 们 
用 下 面 例子 来 说 明 这 一 点 . | 

Pj4s INS SME IE A M 

此 时 随机 矢量 = 的 pi 由 (2.6.12) REM, 我 们 将 它 记 为 
.$ ~ ALN,(B#,o). f 

Di= {2ce Tiig; >g ji). 

33 s= 3}, Di, Da, Ds ΗΙΗ͂Ι 4.7 给 出 . 现在 我 们 来 求 概率 
p; = PE Dj,i = 1,2,3. Ε 45 5g 46 分 别 给 出 当 z — 
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[7 


ο. ο °P)) at a ἔα, 
其 中 z = 0,1,2,3,4. 由 于 ALN 分 布 的 分 量 不 对 称 ， 所 以 即使 当 
μ-οδ Σ-- ο f, pi, ps 5 ps 也 不 相同 ， 这 是 很 有 兴趣 的 事 . 


μ 
ü 0.3750228 0.3750228 - 0.2500457 
1 0.1461721 0.1461721 0.7076558 
2 0.0226567 0.0222912 0.9550521 
3 0.0013704 0.0014617 0.9971679 
4 


0.0000000 0.0000000 1.000000 


* 46 Aus (^). (os )) ses 


H 
0 -0.3703636 0.3058852 0.3237713 
1^ 0.1659967 0.0894391 0.7445642 
2 0.0358122 .0.0086790 0.9555089 
3 0.0034716 0.0002741 0.9962543 
4 


0.9995173 


0.0001827 0.0000000 


实际 上 (4.7.1) 与 (4.7.2) 的 想法 可 以 用 来 近似 计算 任何 连续 
函数 的 积分 ， 考 虑 s- 维 积分 | 


α- f 10) 
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fr ple) 为 R° 上 的 一 个 pdi BIER ac R° 此 有 ple) > 0. 将 


了 改写 为 
r= [f Js) de (4.7.5) 


将 (4.7.1) 5 (4.7.2) 用 于 (4.75) 可 得 


Liv fem) | 
i 222 ple)” | (4.7.6) 
此 处 (a) 为 p(z) ΙΙ Re d. dde e EP HERO ΒΒΔ ST A 
当 ple) 与 fle) ibi, BD 


ο... (4.7.7) 


Bl, (4.7.6) 的 效率 最 高 (Rubinstein (1981), 64.3.1). 
ΒΕΔ (4.7.6) RT ELE T HBERXTER ΡΑΕ EC, (p. E. g). 这 
- 是 由 于 这 个 类 的 每 个 元 素 的 密度 等 高 面 都 是 棋 球 , 所 以 (47.7) 8 
FRE. 进而 言 之 , 命 f(z) = σί(α- μ)Σ-'(α-µ)) X1 EC. E, g) 
-的 pdf 及 pe) AS EAD Νείμ,Σ) 的 p.d 我 们 欲求 概 
I= Í fla) ἀκ. (4.7.8) 


i= ΠΟ =) de (4.7.9) 
DP 


尽管 ffe) 与 ptz) 的 轨迹 都 是 椭 球 ， 但 条 件 (4.7.7) 仍 可 能 不 江 
Æ- 事实 上 ， dy EC, (a E, 9) 与 z N, (m, E), 并 有 随机 分 解 


 y= n + Hs 


z= pt RE, 
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此 处 B, 0, Rə > 0, Γι, Ra 与 e d xr. Ju U(U,). E] m 与 
Ro 有 不 同 的 分 布 ， 所 以 一 般 说 来 ， (4.7.7) BRA. BE R 的 
“BEAR. fh 


e= V Var(Fa)/ Var(R; ). (4.7.10) 


A E(y) = Es) = k, Br L c(g — μ) 55 (z — a) 的 密度 相似 ， 从 而 
(4.7.8) 的 概率 可 以 用 


ο 1 s οδίαι — WD (æ; — μ)) 
BEI — Apl) (4.7.11) 


i=l 


来 近似 ， 此 处 (msi — 1,-… nm} δὲ Νείμ,Σ) 的 一 个 代表 点 集 ， 而 
In AD BTR Re. 

用 (4.7.11) 来 估计 椭 球 对 称 分 大 的 概率 的 好 处 在 于 在 程序 中 
只 要 有 正 态 分 布 的 代表 点 即 可 .如 果 我 们 用 NTM 或 Box-Muller 
变换 来 生成 正 态 分 布 的 一 个 代表 点 集 ($4.3), 则 一 般 说 来 ， 点 数 
n 相当 大 时 , 计算 时 间 也 不 会 太 长 , 因为 洲 免 了 使 用 EC. E, ο) 
的 民 表 点 ,所 以 计算 程序 变 得 婚 简 单 又 有 通用 性 . ISP fl T 3 BB 
这 个 方法 无 论 从 计算 时 疗 与 精度 来 说 ， 效 打者 很 好 . 


$48 代表 点 在 模 氢 中 的 应 用 


因为 统计 中 许多 问题 没有 解析 解 ， 所 以 统计 模拟 是 一 个 重要 
IR. frm: zs 为 具有 cdf Ρ(α) 的 总 体 中 的 一 个 样本 ， 代 
ναι ο μεν 的 一 个 统计 量 . 如 果 T 的 分 布 没有 解析 表达 式 ， 
则 统计 模拟 建议 用 计算 机 生成 一 个 样本 mi... mu, 然后 找 出 工 的 
一 个 样本 五， 独立 地 进行 这 个 过 程 m 次 ， 我 们 得 到 T 的 样本 
五 Tm 34 m SAB, Tio Tm 的 经 验 分 布 接近 T 的 分 
布 ， 所 以 我 们 可 以 得 到 的 临界 点 揭 近 似 及 与 之 有 关 的 ， 基 于 
Tooc ,Tm 的 统计 量 . 长 时 间 来 ， 统 计 模 拟 有 着 广泛 的 应 有 用， 所 
它 也 有 一 些 缺 点 : 1) 经 验 分 布 收效 至 基础 分 布 药 速 度 很 怪 ，2) 
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恕 果 我 们 要 用 一 个 有 界 闭 域 忆 上 均匀 分 布 的 随机 取样 zl αν 
来 代表 D, 则 z1,…，sw OHO. 本 节 ， 我 们 仅 研究 第 二 
个 问题 并 用 一 个 实际 问题 来 说 明 如 何 使 用 NTM. 

fs D 为 模拟 将 要 进行 的 区 域 ， 我 们 需要 在 D 上 找 出 一 个 点 
RERED. 4 D 是 一 个 矩形 时 , 我 们 在 作 模 执 时 ， 常 常用 一 个 
均匀 格子 点 集 来 代表 D. 当 D 不 是 矩形 时 ， 我 们 建议 用 一 个 D 
上 的 NT-net. 本 节 我 们 将 考虑 一 个 实际 问题 并 说 明 NTM 在 模拟 
中 是 有 用 的 . 这 个 问题 是 一 个 确定 圆 与 几 个 随机 加 的 相交 部 分 的 


面积 的 分 布 间 题 .. 
y PR? pO MAA Κ. 假定 有 mr 个 随机 圆 Ks, 
Kim ἘΠ BLOSS 3E 48 St III O8, Ό 与 ri... tm, 此 处 诸 


ri 为 常数 ， m TREO, O, 相互 独立 ， 而 且 每 个 O; Ell 
E O; — Na (ü,o= 21), 其 中 oi > ORI 9 2x 2 AANE d S 为 
K 及 这 m 个 随机 圆 的 并 之 间 的 公共 部 分 的 面积 即 κ 


Κγί(διω-..Ὁ Ky) (4.8.1) 


的 面积 . 图 4.8 给 出 mr 二 3 时 的 一 个 说 明 ， 其 中 S RAB 
HER RIER S ped. 


图 4.8 公共 部 分 图 


当 m == 1 时 ， 两 个 同 相 歼 部 分 的 面积 可 以 明确 地 用 这 两 个 

圆 的 半径 及 它们 中 心 的 距离 表示 出 来 ， 所 以 我 们 容易 求 出 5 的 
Hd x 
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Zim = 2 BF, B] 4.9 4Η Κι 与 K, 的 位 置 的 几 种 可 能 性 ， 
所 以 很 难 找 出 5 的 分 布 的 简单 表达 式 ， 这 就 需要 一 个 寻求 S 的 
分 布 的 有 效 方法 ， 这 是 一 个 几何 概率 问题 | 


Κι x 
. a. 

| o 
mam 
ad 
UN 
Ë 


图 49 


”模拟 是 处 理 这 个 问题 的 自然 途径 ， 经 典 的 方法 称 为 BAD 
法 . 命 ABCD 3 m (r BE K 的 外 接 正方 形 如 图 4.10 所 示 . 将 ABCD 
从 成 边 长 为 Yn 的 n? 个 小 正方 形 ， 则 在 ABCD 中 有 下 列 n? 个 
格 点 ， 

94 
(-14+—,, -1+ σσ), 0<šj<n-1 


假定 共有 N BRE ΚΠ. 我们 用 蒙特 卡 罗 方 法 生成 m 个 随机 
圆 ， 其 中 心 为 Οἱ v Mi cih) 其 半径 为 ri (i = 1,… ,m). 假定 
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这 N 个 格 点 中 有 M 点 被 这 . 个 随机 回覆 盖 住 ， 则 我 们 对 于 S 
的 分 布 ， 得 到 一 个 观测 信 πΜ/Ν. 继续 这 个 程序 .我 们 生成 另外 
m 个 随机 圆 ， 从 而 得 到 5 的 分 布 的 另 一 个 观 油 值 ， 如 此 等 等 . 
我 们 得 到 S 的 一 个 经 验 分 布 . 为 简单 计 ， 我 们 称 这 个 模拟 S 的 
分 布 的 过 程 为 方法 工 我 们 发 现 这 一 方法 的 收 伍 速度 很 低 ， 更 严 
重 的 问题 是 即使 当 N 很 大 时 ， 这 一 方法 的 精密 度 仍 很 低 ， 例 如 
ΝΞ 10,000. RAEN 个 点 中 ， 有 OC) 个 点 位 于 K 的 边界 附 
近 ， 所 以 方 社 工 是 不 可 接受 的 . 


που EF 
ii LELIA 
CUT RST Coe) rT 


图 4430 HAR 


另 一 个 方法 为 将 n 个 格 点 换 成 一 个 ABCD 上 的 NT-net, Βὴ 
如 一 个 zp 集合 ， 用 它 来 代替 前 面 用 作 模拟 的 m? 个 格 点 ， 这 个 
方法 称 为 方法 Π. 令 人 惊奇 的 是 方法 AKI BS. 方法 Il 
得 到 的 结果 由 下 面 的 比较 中 得 知 它 比 方法 工 得 到 的 结果 要 精密 
554. 因 m =1 m, 我 们 得 知 S 的 准确 分 布 ， 这 两 种 方法 就 在 这 
种 情况 进行 比较 . 例如 ， 在 PC/XT 上 用 了 180 分 钟 及 一 个 大 小 
为 1000 的 样本 ， 方 法 工 得 到 的 结果 的 误差 为 0.15, 但 同样 的 计算 
机 用 一 个 大 小 为 1500 MRA, HARK AAT 4 分钟 即 得 到 误 
差 只 有 0.02 的 结果 . 方法 工 需要 长 的 计算 时 间 的 理由 是 它 需 在 
方形 ABCD PTET USARA ARHRARAA. 


这 两 个 方法 都 是 基于 ABCD E, WEEK 上 的 一 个 均匀 散 
布点 集 ， 当 然 我 们 也 可 以 用 起 上 的 一 个 NT-net 来 做 模拟 (81.4). 
这 将 得 到 比方 法 工 更 好 一 点 的 结果 . Jarrett 和 Morgan (1984) 
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用 不 同 的 方法 , 研究 了 与 本 节 类 似 的 问题 , 即 补 片 (patch-gap) ΒΒ 
型 . 


8 4.9 代表 点 在 几何 概率 中 的 应 用 


上 节 所 讨论 的 问题 可 以 看 作 NTM 在 几何 概率 中 的 一 个 应 - 
用 . 几何 概率 的 基本 知识 可 以 在 Kendall 和 Moran (1963) 的 书 中 
找到 . 本 节 我 们 将 讨论 几何 概率 中 的 另 一 个 问题 : 钢 机 球形 轧辊 
的 寿命 分 布 . 这 个 问题 来 自 扎 钢 生产 线 而 且 长 时 间 找 不 到 满意 的 
解答 (成 平 (1983)) 人 们 希望 用 随机 球形 轧辊 轧钢 机 来 代替 通常 
的 轧辊 来 延长 轧辊 的 寿命 . 这 个 问题 的 数学 模型 可 以 叙述 于 下 : 
fr S HS 的 单位 球面 ， 不 断 用 一 定 宽度 的 独立 随机 带 来 加 以 
Mk. 每 一 个 带 都 关于 S 的 某 一 个 大 辆 对 称 而 且 在 S 上 均匀 分 
i. fr GE) 表示 9 上 宽度 24, 且 有 法 方向 x MLA. BL 


Gy (z) = {α: laz] < A}, (A.9.1) 


HEak x U(S). 实际 上 ， 我 们 常常 取 0 < A < 03. f Calm), 
Ολίαα), :'' ἊΔ8.48 (4.9.1) 的 一 个 序 革 样本. 对 于 任何 se 5, 我 
ΠΗ͂Ι Κκία) 表 前 N 个 随机 带 中 办 六 x 的 带子 个 数 . 如 果 在 轧 
8, RD S, 上 有 一 点 被 m PTE, ERAT, bak m 
是 一 个 给 予 的 正 整 数 . 4“ F m 5j h, db TA) RTPA, 
即 适合 下 条 件 的 最 小 的 入; BER ee SR Kyi) > m. BR, 
我 们 有 


Talh) = min(N:Kw(z) > m, 对 于 某 *& S) 
Ν 
一 min [v : sup NCMO 2m}, (493) 
E “εδ αι 


其 中 LO) 表示 集合 4 的 指标 函数 . 我 们 要 求 得 到 T, (h) 与 
EE(Im(h)) 的 分 布 并 挨 出 一 些 琵 长 轧 辑 寿命 的 途径 . 
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δὲ ἯΙ Ic apne) = Io, (a) (Bs) 及 
E(1G, (a) (z;)) = h 利 Var (Ig, (ey (z;) 一 h(1 — hj. 


成 平等 (1991) 证 明了 T.(h) 的 极限 分 布 的 一 些 性 质 : 

(a) limm- (T Ta (h) — 2) = 0, as. 

(b) lima, νου peg m (LT, (h)— k) = infzes wia), 此 处 (w(a), 
ac S) 为 有 均值 0 及 协 方差 


E(w(a)w)) = {Elem ()Ic, a (2) -- A} /A(1 -- h) 


的 商 斯 过 程 ， 其 中 全 ~ νά) 

(c) lima ου sup Επ {m(2 loglogm)" 1/2117, (h) 一 k[= 1, 
a.s. 
上 面 理论 结果 是 有 兴趣 的 ， 但 当 m 不 是 很 大 时 ， 难于 使 用 5 
in, XP h = 0.1 及 m= 20, 23.3 ΒΕΗΙ (1989) 用 模拟 获得 了 样 
本 平均 与 标准 方差 分 别 为 99.7 与 9.8. 但 由 (a), (c) 得 出 极限 分 
布 的 均值 为 ὁ = 200 及 渐 近 标准 方差 为 /m( —A) /h ~ 42.4, 所 
以 渐 近 结果 与 模拟 结果 之 间 有 很 大 的 差别 , 因此 有 必要 用 模拟 来 
确定 Tm(h) 的 分 布 ， 均 值 与 标准 方差 . HARE RA (1989) ΞΕ 
议 了 下 面 的 模拟 程序 : 

第 1 步 Sims h. 

第 33. ἘΠΕ P n PAM NTI-net {σι}, {ΑΠ n = 1067. 
置 N =1. 

第 338 HARUS h, HER ESTEER Aa, 于 
是 得 到 一 个 带子 Grax). 

第 43 ”计算 在 前 NN 个 带子 中 ， BOXER 的 带子 数 ， 并 将 
它 记 为 Kw). 若 对 于 某 个 天 有 Κπίαι) = m, 则 进入 第 5 3,, 
un N +1 RK N 并 回 到 第 3 25. 

第 5 步 NRE T,(h) 的 一 个 观测 值 . 

SERRE no 次 ,我 们 得 到 T, (h) 的 大 小 为 no 的 一 个 

样本 . P i m = 20, h — 0.1 X no = 5000 If, HRS MA 
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的 宰 拟 表明 样本 均值 与 样本 标准 方差 为 
Falh) = 997 5 of(Tm{t}) = 9.8, 


WH, ATTRA AA 5000 的 20 个 样本 (总共 100,000 个 观 
BED. HNMR TSR. MINA Th) 的 分 布 接 
ΕΤ ΕΔΑ, .但 并 不 是 正 态 的 ， 车 m RA, WUTL(A) 的 
4} 45 OY CAR FE REE AS A AB 

进而 言 之 ， 他 们 发 更 在 100,000 个 观察 值 中 最 大 的 Τη (h) 是 
125. 我 们 用 Ghaib o Galais) 表示 对 应 的 带子 使 球形 力 加 的 寿 
命 最 长 . 这 表明 若 a = at, i= 1,2,… ,125 固定 , 在 情况 h = 0.1 
及 o n202 F, 我们 总 有 T, (h) = 125. 这 比 随机 选取 (eu) 要 
好 , 我 们 可 以 得 : 这 个 结果 还 证 能 进一步 改进 四 ? 我 们 发 现 αἱ. 
…, mis 在 5 上 散布 得 并 不 是 非常 均 各 的， 所 以 猜想 答案 应 该 
是 正面 的 1 

RATA LA NTM 在 S 上 生成 一 A Ub BRE A | 
BMS bk pd AS. 我 们 用 生成 矢量 (n;1,5) 生成 的 C? 上 的 
οἱ MA fe, = (ci cia), k = 1, un), 然后 得 到 S 上 的 一 个 集 
8 {0 = (ak1 ak2 ak3}, k= 1, r} 此 处 


ay 一 十 一 2ckl， _ 
| 8&2 一 2γ/οκι(] ~ eka) οος(2πεκη), 
αμα = 2A ERI (1 — cki) sin(2n eka). 
BR (πι 1, ὃ) = (155; 1,20). 则 得 到 το (A) = 155. 这 就 是 说 轧辊 的 
寿命 可 以 是 1551 
这 个 例子 表明 NTM 比 蒙特 卡 罗 方法 作 的 100,000 个 实验 有 
了 本 项 改进 . 
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习题 


41 fi X ~ N(170,92) 表示 某 城市 男人 身高 (cm) 的 分 布 ， 利 用 
F- 偏差 与 MSE 丙种 准则 ， 给 出 三 的 7 了 点 代表 点 集 ， WR 
我 们 考虑 服装 的 尺寸 ， 你 宁愿 用 哪 种 代表 点 ? 

42 用 543 的 方法 ， 写 出 一 个 用 TFWW 程序 生成 U, Elf] NT- 
net 的 计算 程序 . f | 

43 用 习题 42, 写 出 生成 下 面 分 布 代表 点 的 计算 程序 . 

(a) 多 元 正 态 分 布 NOIL) 

(b) 对 称 Kotz 型 分 布 ; 

(c) 多 元 对 称 Pearson VII 型 分 布 ， 
(d) 多 元 对 称 Pearson II 型 分 布 ; | 

44 写 出 生成 具有 密度 (124), (4.2.5) 5 (429) 的 多 元 范 数 
对 称 分 布 的 代表 点 ， 

45 fü X < F(z) 具有 有 限 二 阶 矩 ， Q.(z) 表示 它 的 最 优 量子 
R (2125.44) 为 对 应 的 代表 点 . 试 证 - . 
(a) L4, — O(n — oo), 此 处 L, = MSE (rui, gus 
(b) Var(Qn(X)) = (1 — Ln} Var(X); 

(c) Var(Qa (X)) SVas(Quai (X)); 
(d) Var(Qn(X)} — Var(X) (n — oo). 

46 fi (y. i= Loon) Rn PAR (δι, i 三 1,… ,mn} 为 
R* 的 一 个 前 分 4 pa) 为 R° 中 的 一 个 P.d47 Ree S; 
ΒΒ Οία) =y. RMA E = pz) 试 证 
(a) Eliz- Q(z)||? > E z— Q* (2), 此 处 当 z € SF BH. Ω"ία) = 
y 及 

S; ο ο wl < |z ασ. 
(b) Elle — ο)” > Elle — Q.(x)I?, 
WA Q. (s) =r}, Ree S, & y; = Εία[αε δι). 
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4.7 d = RA — PO RR Kote 型 分 布 并 且 


L Oo 0.5 
p-—0ExE- 1 OS]. 
» 0.5 1 


运用 (4.7.11) 求 出 所 有 八 个 卦 限 的 概率 (4B 4.7). 

48 frm MTS(5,0,R), Ab R AE 4.7 给 出 运用 (4.7.11) 算 
HIP SNT Eb R BE 3E 55 B| 4.7 Be EE; 

4.9 用 一 个 单位 贺 κ 上 的 NT-net ($4.8 及 对 于 m = 3,71 = 
0.1 rg = 0.2, rs = 1.2 FRY, ARK 与 这 三 个 随机 圆 的 公 


共 部 分 的 面积 S 的 分 布 . 
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第 五 章 ”试验 设计 和 电 算 试验 设计 


本 童 我 们 将 讨论 数论 廊 法 在 试验 设计 的 应 用 . 1980 年 ， 我 
SAH jp 集 提出 一 种 新 型 的 试验 设计 方法 ， 并 称 之 为 均匀 
Rit, 用 UD 表示 之 ， 当 因子 的 水 平 数 较 大 时 ， 和 正 交 试验 设计 
相 此 ,均匀 设计 能 显著 地 降低 试验 次 数 . 均匀 设计 不 仅 可 用 于 独 
立 因子 的 试验 设计 , 而 且 可 用 于 非 独立 因子 的 试验 设计 , Bun 
Hit. 在 近年 来 ， 电 算 试验 设计 发 展 十 分 迅速 ， 电 算 设 计 和 
UD 有 一 定 的 联系 ， 专 要 我 们 作 进 一 步 的 研究 ， 本 章 我 们 将 扼要 
地 介绍 电 算 试验 设计 ， 


$51 H| à 


TR UH ΤΗ TX. CERE DDES HRP 
中 是 十 分 重要 的 ， 让 我 们 首先 来 看 一 个 例子 . 

例 5.1 考虑 可 能 影响 化 学 产品 的 三 个 变数 : ”温度 (A), 时 
ΙΙ (B), 及 碱 的 浓度 (C): 它们 取 如 下 的 值 : 

WARE (A) 80°C, 85°C 90°C 

ΕΗ (B): 90m, 120m, 150m 

RHE (C): 596, 6%, 7% 
RATE T8 3 BR DA Αι, Αχ, 43, Cs Cs. 这 里 
ἘΠΕ, Wel SR BERR RS AF, 而 80°C, 85°C, 90°C 则 称 
为 因子 温度 的 水 平 . 

试验 的 目的 在 于 研究 每 个 鸯 子 在 反应 中 的 影响 ， 并 发 现 水 平 
的 最 佳 组 合 . 一 个 好 的 试验 设计 为 用 最 少 的 试验 次 数 以 获得 最 大 
的 信息 量 ， 下 面 为 设计 试验 的 一 些 方法 : 
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(1) 考虑 所 有 水 平 前 组 合 . 在 例 5.1 中 共有 3x3x3 = 27 种 组 

合 . 这 一 方法 只 有 当 因 于 与 水 平 个 数 均 很 小 时 可 用 . 例如 , 假定 共 
8 6 个 因子 ， 每 个 因子 有 5 个 水 平 ， 则 组 合 的 点 数 为 55 = 15,625, 
XX T. 

(2) 做 单 因子 试验 (单项 试验 ) 若干 次 . 该 法 只 有 当 因 子 间 无 
ΕΠ ΒΒ ἈΝ. 

(3) 正 交 设计 . 所 谓 正 交 设计 是 最 常用 而 且 有 长 久 历 史 的 试 
验 设计 ， 它 用 一 系列 EXE 来 安排 试验 ， 便 如 我 们 可 以 用 正 交 
X Le(3*) (Æ 5.1) 来 安排 例 5.1 之 试验 . 


δὲ sa 1959) 


° 


-1 σι Qo ος ox 
ON πι Ὁ M πὶ ἐρ κο μι]κὸ 
= FN) εὖ πι δὰ οὐ δὰ —] = 


k - ο E G [d ο κ mic 


G ο oe b to εὐ om m = 


u οἱ 


在 记号 Lot34) b, "L" ERATA, “9” ERREA, “0 
表示 水 平 数 ，“4? 表示 使 用 这 张 表 时 ， 最 大 的 独立 因子 数 . 我 们 
可 以 企 取 Τρ(39) 的 3 列 作为 因子 A B,C 之 用 . 于 是 我 们 得 到 . 
下 面 的 试验 设计 表 5.2. 

这 个 试验 设计 为 从 27 种 可 能 试验 中 选 出 9 种 代表 试验 它 
给 每 个 因子 及 等 个 水 平 以 间 等 地 位 : (a) 每 个 因子 的 每 个 水 平 
重复 3 次 ， (b) 任何 两 个 因子 的 所 有 水 平 的 每 一 组 合 都 出 现 同 
样 次 数 ， 我 们 分 别称 性 质 (a), (b) 为 均衡 性 与 正规 性 . 我 们 还 可 
以 看 到 由 正 交 设计 给 出 的 试验 点 在 试验 区 域 中 是 均匀 散布 的 . 下 
面 的 例子 将 说 明正 交 设 计 有 时 也 需要 过 多 的 试验 ， 
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X sa 试验 设计 


z 


[LI -ᾱ σι «πα Ὁ τῶ κι 


例 5.3 db παλ f RR AREE 
环境 中 各 种 化 学 元 素 被 度 改变 后 的 后 时 难于 预测 . 欲 安排 一 个 试 
验 ， 有 六 种 元 素 ;” 权 (cadmium (Cd), 8 (copper (Cu)), ἕξ (zinc 
(Zn)), 8 (nickel (Ni)), # (chromium (Cr)), 与 铅 (lead (Pb)), 其 

“EAE (ppm) 为 : 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1, 2, 4, 5, 8, 10, 
12，14，16，18，20、 带 要 研究 这 六 种 金属 对 Reuber H-35 Ri ZE 
亡 率 的 综合 影响 . 

所 有 组 合 构 成 的 试验 总 数 为 17° = 24,137,569. 这 对 任何 实 
验 来 说 都 太 包 了 ,我 们 已 知 这 六 种 金属 间 有 相互 作用 ， 所 以 我 们 
不 能 用 上 述 第 二 个 方法 ， 即 凶 次 单 因 子 试验 ， 如 果 我 们 用 正 交 设 
计 ， 则 试验 数目 至 少 为 17? = 289, HHA. 所 以 方 开 泰 与 王 元 
(27136 (1980), 王 元 与 方 开 素 (1981)) 建议 一 个 新 的 试验 设计 ， 
CRAHARH (UD), 而 且 给 出 UD HRA. pin 42533 
示 一 个 UD #, Uy7(17"*), 其 中 记号 Ug") 具有 正 交 表 类 似 的 
AX: UU" 表示 UD, “n” 表示 试验 数 ， “ο’ 表示 每 个 因子 的 水 

ο να, É “P 表示 妻 中 最 大 列 数 .我 们 需要 Prfl1716) 的 16 个 
列 中 的 621. Hk 5.12, 我 们 推荐 ULT (175) 的 1, 4, 6, 10, 14 与 
15 列 ， 它 所 对 应 的 试验 设计 由 表 5.4 给 出 


表 s.s 


Uir (1116) 
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δὲ 54 δὶ 5.3 的 试验 设计 


Na Cd Cu Zn Ni Cr Pb 
1 0.01 0.2 0.8 5.0 14.0 16.0 
2 0.05 2.0 10.0 0.1 8.0 12.0 
3 0.1 10.0 0.01 12.0 2.0 8.0 
4 0.2 18.0 1.0 0.8 G.4 4.0 
5 0.4 ο 12.0 18.0 0.05 16 
6 0.8 1.0 0.06 4.0 18.0 0.4 
了 1.0 0.3 2.0 5.05 12.0 5.1 
8 2.0 16.0 14.0 10.0 5.0 0.08 


本 章 我 们 将 介绍 UD 的 思路 ， 如 何 找 出 UD 表 ， 并 讨论 试验 
区 域 中 试验 点 的 均匀 性 兰 别 法 则 , 我 们 还 要 介绍 混 料 试验 的 均匀 
设计 (UDEM). | 

在 中 国 近 十 年 来 UD 已 成 功 地 用 于 中 国 的 纺织 工业 . RT 
业 、 治 金工 业 、 软 件 设计 与 军事 科学 . 


55.2 均匀 设计 


假定 有 s TAF, STATA a T KF, 则 一 切 可 能 的 水 平 
组 合 试验 有 ο’ 个 - 正 亮 设计 是 从 这 f 个 组 合 中 ， 进 出 代表 性 较 
好 的 ο 个 试验 . 不 失 一 般 性 ， 设 试验 的 范围 是 C^, 正如 $5.1 所 
介绍 的 , 这 Q 个 试验 点 应 在 C 中 整齐 排列 , 散布 艾 名 ,因此 ， 
这 q^ 个 点 可 以 看 成 是 均匀 分 布 U(C*) 的 代表 点 . 但 是 ， 若 用 仿 
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zem s 个 点 的 均匀 麻 ， 其 结果 是 很 车 的 ( 例 1.2). 另 一 方 
W, 正 交 设计 要 求 试验 点 到 任何 二 维 边 系 子 空间 的 投影 为 均匀 格 
子 点 分 布 ， 因 此 ， 试 验 次 数 至 少 为 q? 个 ， 这 就 是 正规 性 . 正规 
性 要 求 是 便于 进行 方差 分 析 ， 便 于 估计 因子 的 主 效 应 和 因子 间 
的 交互 效应 , 从 而 便于 进行 有 关 的 假设 检验 . 当 8 > 2 BRN 
望 估计 所 有 交互 效应 时 ， 试 验 的 数目 至 少 αφ’. 因此 ， 我 们 不 能 通 
过 正 交 试验 的 ?个 试验 来 获得 所 有 交互 效应 的 估计 ， Plin 5 
3 二 3,9 = 3 B$, 我 们 用 Ls(34) (Æ 5.1) 的 前 三 列 来 安排 试验 ,用 
Qa op, Qe HIER A, B,C 的 因子 效应 ,用 aas oac 和 arc 
BARA, ABA Lo(3*) 的 四 列 分 别 代 表 下 列 效应 : 

"4 ^ 2 8 4  -. 

OA OR ασ : 

&sc Mae AB EAB OAC OBC 


我 们 看 到 ， 每 个 列 至 少 有 两 个 以 上 效应 的 混合 ， 因 此 ， 想 千 
计 任 何 浆 应 都 是 不 可 能 的 . 如 果 三 阶 交 互 效应 o pc 需要 考虑 ， 
其 混合 的 程度 将 更 为 严重 ， 因 此 ， 当 q > 2,0 = 9? BF, HEX 
试验 使 用 方差 分 析 已 失去 意义 . 因为 方差 分 析 对 多 水 平 的 正 交 试 
验 失去 作用 ， 因 此 ， 当 9 大 时 (P 5.2), 在 安排 试验 时 没有 必要 考 
虑 方差 分 析 的 要 求 . 所 以 只 考虑 试验 点 在 Ct 中 的 均匀 性 是 合理 
By. 
”所 谓 均 匀 设 计 ， 是 使 试验 点 在 C 中 均匀 散布 的 设计 .鉴于 
NT-net Æ C* 上 的 均 名 性 , 均匀 设计 就 是 选择 C^ 上 的 一 个 NT- 
net 或 U(C^) 的 代表 点 . 在 第 四 章 我 们 曾经 提出 了 两 个 均匀 性 准 
则 : 下 偏差 和 MSE, 来 寻求 一 个 已 知 分布 的 代表 点 ， 两 个 准则 
都 可 用 于 试验 设计 ， 我 们 首先 讨论 根据 F 坑 差 准则 来 获得 UD. 

类 似 于 正 交 设计 ， 我 们 也 提供 了 不 少 UD 的 表 (例如 表 5.3), 
它 是 由 οἷν 集合 生成 的 ， 现 在 我 们 来 介绍 构造 UD 表 的 方法 : 


5.2.1 WSR 
用 Unta) 表示 一 个 UD 3€, 它 是 由 gp SRI AERE A EX (n; 
- 192 - . | 


` hi, στην ke) ER, 其 中 La hy < ho < τες δε < n, ged., 
(n, ἧς) = 1, i=l,- ,t. + | | ss 


gei = kh;(modm)  k=1 e,n, i—1,-..,5 (5.2.1) 


其 中 ， 同 余 运 算 和 修改 为 使 得 0 < qa n 3ξ UST) 由 (au) 组 
nm. | 
尽管 glp 集合 已 在 81.3 中 讨论 过 ， 而 且 在 前 几 章 出 现 过 ， 
本 章 仍 有 必要 详细 讨论 ， 例如 在 οἱρ 集合 用 于 数值 积分 时 ， 条 件 
gcd. (n,h,) = 1, 让 一 1 可 以 去 掉 ， 但 在 UD 中 这 一 条 件 是 
必需 的 . 

当 n 给 定 ， 可 能 的 h. 的 最 大 数目 是 老少 ? 数论 (华罗庚 
(1956)) 已 证 明 可 能 的 h. 的 数目 由 殉 拉 蔓 数 O(n) 给 出 : 


--Π{-7) 
此 处 p n DRAE. Pf 


e(12) )=12(1- 2) - i) = 4, 


因为 12 = 3x 2, 从 而 满足 (han) = 1, Wy ABAD hi 为 1, 5, 7 11; 
Xm 1 
e(9) = 9(1- κ) = 6, 


其 相应 的 hi 为 1, 2, 4, 5, 7, 8; Xd 
(7) -"( - z) — 6, 


相应 的 为 1, 2, 3, 4, 5, 6. 因此 , 纵 定 n, 有 t= p(n). 表 Uz(T9) 
和 Ug(99) 由 表 5.5 和 5.6 给 出 . 

因为 在 U{TE) 16 一 7,2 二 5 一 7, 3 十 4 一 7, 矩阵 (αι) 
的 秩 至 多 为 4. 一 般 来 讲 ， 使 用 U, (πε) 时 独立 因子 的 数目 不 能 
- 超过 e(n)/2+ 1 (T Æ (1986). 
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Æ 55 Uz (7°) 


2 
2 
4 
6 
1 
3 
5 
7 


5 5.6 U (9°) 


- ο € η & Beye 
- κα πὶ ἐπ N oO wl 
A’ c bà Oe ple 
aN & gio G mio 
-=I o b (o 4 x cma 


D ο - ο ο 4 C bo | 
wo ὑπ Ὁ πι οὐ δ à wm 
ο oU rnm m μα < oto Ó | | Ó 
Mom 00 το - εὐ m o oa 
G ο = ° G μα. oo G =a] Q 
τ πι ww j Ut O -ᾱ Ó] = 


* Oo -3 Ch ασ Fw μὴ n 


设 在 实际 问题 中 有 s 个 独立 因子 ， 每 个 因子 有 n 个 水 平 . 
E e(n)/2 + 1 > s 我 们 可 以 用 UD 3€ Us(nf) 来 安排 试验 . XX 
所 周知 ， 在 正 交 表 Lal) 中 用 任意 s(< BSN. 但 是 ， 
由 Us(n*) PER s 列 ， 不 局 的 取 法 其 效果 是 不 同 的 (图 1.6 (ο), 
(d). 因此 我 们 需要 研究 如 何 定 义 一 个 设计 的 均匀 性 以 及 如 何 选 
出 均匀 性 最 好 的 s F. 
5.2.2 设计 和 矩阵 的 等 价 性 

EX 5.1 Bh nxa EE 

A= (αμ) = (βγι),-' (ny)! = (c G.) (5.2.2) 


Ἂ M 3118 SER (或 简称 设计 短 阵 ), E A BRE FYB A (1... n) 
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B— EE. B rank(A)= α. Z 
Dag = (Lam —1)/2n, ¿= ,--: ,8; k=l, e,n. 


矩阵 X = (su) 称 为 A MRSE Fl Ans 或 4 表示 一 切 nxs 
均匀 设计 阵 的 集合 ， 易 见 对 任 À c 4 有 


Y eu = n(n  1)/2, 
el | 1Ξ1,...,α. (5.2.3) 
»» a£; = n(n + 1)(2n + 1)/6, 
k=l l 
EX 5.22 BP RITE Αι 和 自称 为 相互 等 价 的 ， 若 存在 
FIP REE Ρ :nxn 和 和 P, : sx ο [13 


A; = PAP». | (5.2.4) 


FRA Αἱ = A . 

一 个 矩阵 PRARRE, 若 每 一 行 每 一 列 只 有 一 个 元 素 为 1， 
ERKA 0, 由 (5.2.1) 所 定义 的 矩阵 Q — (qu) 显然 是 一 个 均匀 
设计 阵 , 并 记 为 Quo he) 34 (hree uh) = (1,0,0 0T!) 
(mod») Bt, Mica Q. (a). 一 个 整数 b PRO a HAREE 
ab = 1 (mod n) 351088, b =a! (mod n). 利用 同 余 逆 有 如 下 结 
ΒΕ: 

定理 5.1 (hy te) 是 (155,5) 的 一 个 置换 , AD = 
h; 1h; (mod n), Ë 1,2, a? ... ,as (mod n) 是 互 不 相同 的 整数 ， 
" ΜΝ 

(8) Q.(hi,--: sha) ~ Qa(hi,: ΝΤ 

O) Q. h) =Q. sun) 1κὲςοὶ 

(&) — Q.(a) ~ Qala) (mod). 


WEB] 9 Pm = (p;) 为 一 个 s x s BRE, HP Pmi = 
Piu 一 L, Pag = 1(q Æ z, mi), 其 余 元 素 为 0. 对 δαν." ` shia) 石 
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Jk Pass PLU (a). 往 证 (b): 因为 (Ας hk, +, Ap hk) = 
(和 (Rs (R m 1n) MU QUOD, AP) 可 
通过 Q.(hi, o Ἀν) 的 行 交 换 而 得 到 . 在 (b) 中 取 hy = αἲ (0x 
159) 及 i= s 则 得 (ο). 
5.2.3 设计 的 均匀 性 | 

一 个 设计 和 矩阵 A ΙΡ ER ΠΕΠ ΒΔ U : A 
(s A) — R. = (z : z 20). 为 方便 计 ， 均 名 性 度量 在 本 章 称 为 
TEN. 显然 ， 一 个 UU 准则 必须 满足 


U(A) = U(B) (5.2.5) 


E A = B. > 

本 章 我 们 将 引进 几 个 U 准则 ， 它 们 来 自 数论 方法 、 几 何方 
法 和 统计 方法 ， 在 本 子 节 中 我 们 只 介绍 数论 方法 ， 其 它 方法 将 
在 $5.4 说 明 . 

给 定 一 个 诱导 阵 X, 令 Εν) 表示 它 的 行 向 量 的 经 验 分 布 
F (z) X U(C*) 的 cdf BR ΧΒ 1 HA 定义 为 


DD = | f AE — Εκ] κ. (5.2.6) 


当 p=1,2,00 时 , ΤΚ ΠΠ ΗΠ 5} h Me. L 偏差 和 i 偏差 ,后 
Ek X BIO AD BS ΑΣΕ (81.4). 显然 ， 所 有 的 D, A U 准则 . 

Warnock (Niederreiter (1973 b) 给 出 计算 lo 偏差 的 计算 公 
式 


D44(X)-3 ^" - £73 la - at» 
k=1i=1 


y Y 5 Ila 一 max(zs, 25;)). 


k=l] j=l i=l (5.2.7) 


M 


过 为 对 gp 集 直 接 计 算 偏 差 (BB D.) 其 计算 量 是 很 大 的 ， 运 
用 数论 技巧 可 以 将 计算 偏差 的 问题 化 为 如 下 的 问题 ( 王 元 ， 方 
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|. FEMS G981)): 在 二 切 可 能 的 矢量 下 中 求 一 个 最 好 的 矢量 Ν' = 


(hj. hi) 使 得 
Ρ(Ν) = ISI (1- im (2sin (=*))) (5.2.8) 


在 名 = ht 达 极 小 ， 王 元 和 方 开 素 (1981) 给 出 了 4 < n < 31 和 
2 < s< 16 HAY h*. 

4 z 较 大 时 ， 寻 找 最 好 的 h° 费时 很 长 ， 因 此 我 们 建议 用 形 
如 

αι — (k, kb, , kb (mod n), 1 < k <n, (5.2.9) 

的 点 集 作 为 试验 点 ， 这 里 b 为 一 个 整数 , ΠΤ 1 < b <, HU 
# bi (mod n}, l<i<j<s-1 E τ RA. WoE τι ή 
ΒΒ. ERR A.2 中 大 部 分 入 有 着 529) 的 形式 ， 即 


A= (1,5,-..,b* 1). (5.2.10) 


Bi n 的 UD 表 ， 可 从 n+i 的 UD 表 中 划 去 最 后 一 行 获得 ， 
例如 ， 划 去 Όντο) 的 最 后 一 行 获得 Ue(65). 

在 $5.4 节 我 们 将 给 出 当 n < 31 时 最 好 的 b FE GRE 5.12), 这 
对 大 部 分 实际 问题 是 足 驶 了 . 

注 记 5.1 由 (5.2.8) 和 (2.1.5), ΕΕ Th.) 选择 适当 ， 似 有 


ELIO) 
x { ff Π (1- 2 in(2sin(rz;)) )dz; 
0 j=1 " 
= nf (1 一 Ž π(2οϊπ(παι)}) dzi., (5.2.11) 
int 0 


因为 


. 1907. 


FRAT ΣΚ Ν 1ξ DA -i 达到 极 小 . 但 是 ' (5.2.11) 右 端的 在 
[0, 1] 上 的 积分 有 0 和 1 两 个 奇异 点 ， 因 此 (52.11) 并 不 成 立 ， 
特别 当 τι 较 小 于 . 

注 记 5.2 ADA 仅 是 D. 的 主 项 ， 我 们 也 可 用 


一 工 


ΕΣ em D. a£ 


μα αλ. 2m 


来 代替 Do, 其 中 jy 表示 bO < v < s) X56338 05386 H, 
B(x) = αἳ — z + 3 X Bernoulli 多 项 式 (华罗庚 与 王 元 (1981), 
第 四 、 八 章 ). 


85.3 数据 分 析 和 例 


本 节 通 过 两 个 例子 来 说 明 如 何 返 用 均匀 设计 来 安排 试验 及 其 
相应 的 数据 分 析 , 大 部 分 古典 的 试验 设计 方法 通常 都 采用 方差 分 
析 和 回归 分 析 来 进行 数据 分 析 . 由 于 相对 于 试验 的 水 平 数 而 言 ， 
均匀 设计 的 试验 数目 过 少 ， 以 致 无 法 进行 通常 的 方差 分 析 ， 故 回 
归 分 析 成 为 数据 分 析 的 主要 手段. 

设 有 s TAF, 每 个 因子 有 "个 水 平 , 并 用 U, (n) 表 来 安排 
试验 , 获得 相应 的 因 变 量 为 (zj 于 是 我 们 有 了 一 组 观察 值 few 

+, Thos gu k = 1o nh 其 中 ms) 为 因子 的 水 平 ， 若 仅 考 虑 因 
子 的 主 效应 ， 其 回归 模型 是 线性 的 : 


EY - Bo 1- βισι 1------ βισε, (5.3.1) 
其 中 系数 Bo, βι,...,, RBBB AE RR 
| Hg : A; = 0, H, : A; = 0. (5.3.2) 
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车 假设 被 否定 ， 则 第 i 个 因子 的 主 效应 对 Y 是 显著 的 ， 否 则 z 
a ACH BRS. 

如 果 进 一 步 还 要 考虑 因子 的 二 阶 主 效应 和 变 互 效应 ， nx 
单 的 模型 为 


ΕΥ = ñ + Σ Biz, + 5 Y βεπια». (5.3.3) 


i=l ji 


4 s 较 太 时 ， (53.3) THOMAS, ARMM, % 
. S 38 4E FS ΗΠΙΑ t PER, RTA DASHES 
选 变量 的 方法 ， 例 如 逐步 回归 和 回归 的 最 优 子 集 方法 (Seber, 
1977). in EXE RE St NBD PAD α,, 则 表明 因子 σι 的 一 阶 主 效 
应 显著 ; 车 mi; HERDS, ROBT z; 和 z; HTM 
作用 显著 ; E αὐ 在 模型 中 ， 表 明 因 子 οι 的 二 阶 主 效应 显著 . 

在 有 有 些 情 况 下 我 们 需要 考虑 高 阶 主 效应 和 交互 效应 ， 促 如 
T}, ciej, rjr. 等 ， 这 时 (5.3.3) 的 右边 将 有 更 多 的 项 ， 变 量 的 
筛选 就 更 为 重要 . 

例 5.2 (继续 ) 由 表 5.4 给 出 的 17 组 解 经 3 个 小 时 的 处 理 
后 ， Reuber H35 WITT BAR ME 5.7 PUR. NEP, BS 
了 的 三 个 碟子 ， 试 验 重复 进行 三 次 . 结果 记 为 N Y 5 Y. ἘΠῚ 
a Hie Y (E 5.7). 

为 了 说 明 回归 分 析 在 UD 中 的 应 用 ， 我 们 仅 处 理 丈 ,并且 略 κ 
去 细节 . 由 于 每 个 因子 的 次 化 范围 较 大 , 所 以 我 们 用 log (Cd),…， 
log (Pb) 分 别 代替 Cd, --., Pb. 考虑 回归 模型 (5.3.3) ifi B H ë fP 
回归 来 选择 变量 .最 后 的 回归 方程 为 


Y = 32.88 + 5.03 log(Cd) + 3.48 log (Cu) + 2.03 log (Ni) 
+ 0.55(log Cu)? — 0.63(1og Zn)? + 0.94(log Ni)? 
+ 0.53 log (Cd) log (Cu) — 0.70 log (Cd) log (Cz) 
+ 0.92 log (Cu) log (Pb). 
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方程 中 的 每 一 项 的 t- 824818 11.5, 7.8, 4.9, 2.6, —3.4, 4.1, 24, 
-2.8, 5.3, 所 以 方程 是 可 以 接受 的 .结果 表明 Cd BAS AIH 
亡 的 最 毒 的 化 学 物 ， (log (Zn)? 的 系数 为 负 的 ， 这 表明 Zn, 对 其 
他 金属 的 毒性 起 中 和 作用 .Cd 与 Cu, Cd S Cr, Æ Cu 与 Pb [8] 
的 效应 是 显著 的 . 


» 57 XX 
Yi Ya Ys Y 
17.95 17.65 1B.33 17.90 
22.09 22.85 22.62 22.50 
33.74 32,78 | 32.87 32.40 
39.37. 40.65 37.87 39.30 
31.90 31.18 33.75 32.20 
31.14 80.66 31.18 ` 31.00 
39.81 39.61 40.80 40.00 
42.48 41.86 43.79 42.70 
24.97 24.65 25.05 | 24.80 
50.29 51.22 20.84 — 50.60 
60.71 60.43 59.69 60.20 
67.01 71.99 67.12 68.70 


32.77 30.86 33.70 32.40 


下 面 的 例子 将 给 出 UD 与 正 交 设计 的 比较 . 

便 5.3 ARES (一 种 化 纤 衣料 的 原料 ) 生产 的 设计 中 ， 考 
虑 如 下 的 办 子 | 

A: 温度 (°C) 

B: 时 间 (4) 

C: 甲烷 浓度 (α;Ὶ) 

D: 硫酸 浓度 (2/1) 

E: 芒硝 浓度 (g/l). 

因子 4, B,C,D 各 有 7 个 水 平 ， E FUR 3 个 水 平 ， 我 们 推荐 
用 拟 水 平 法 E dA TAKE, ELE 5.8. 
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Ros AFKE 


工程 师 兽 用 正 交 设计 做 了 49 个 试验 (THRE (19735), 由 
于 交互 效应 不 显著， 他 们 获得 了 如 下 的 回归 方程 


A 
EY = —42.37 + 0.55A + 0.388 + 0.26C + 0.10D — .0.04£, (5.3.4) 


其 全 相关 系数 R= 0.97, REPRE 5 = 0.83. 这 里 了 代表 维尼 
给 的 质量 , 车 用 UL (145) 来 代替 EZR, 此 处 U1,(145) 是 通过 删 
去 表 Uns(155) 的 最 后 一 行 而 获得 . 由 附录 Α.2, n 14,s=5 
时 推荐 的 ΚΑῚ (1, 2, 4, 7, 13) 其 试验 方案 和 y 值 列 于 表 5.9. H 
于 每 个 因子 的 水 平 少 于 14 个 ， 我 们 用 拟 水 平装 来 安排 14 个 试 
验 ， 即 将 原来 的 7 个 水 平 重 复 一 次 ， 人 为 地 扩展 为 14 个 水 平 . 
PIE 5.9 中 ， 因 子 4, B,C,D 的 水 平 1, 2 为 原来 的 水 平 1 ,水 
平 18, 14 为 原来 的 水 平 7,…. 类 似 地 ， 下 以 处 理 因 子 E. 
利用 含有 随机 误差 = N(0,0.83)? 的 线性 回归 模型 5.3.4)， 
由 蒙特 卡 罗 模 拟 可 得 效应 Y, 其 值 列 于 表 5.9 中 ， 由 此 得 回归 方 
程 


EY = 一 57.97 + 0.914 + 0.46B + 0.38C +0.17D + 0.048, (5.3.5) 


其 中 R = 0.96, ó = 113. 进一步 利用 方程 (5.3.5) 来 预报 工程 师 
们 做 的 49 次 试验 ， 其 预报 的 残 莽 均值 和 标准 善 分 别 为 


Bree = —0.00816, —— 6,4, = 1.734, 


效果 是 相当 不 错 的 , 而 均匀 设计 仅 用 了 原来 的 正 交 设计 的 14/49 = 
28.57% 的 试验 . 
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κα 5.9 设计 和 数据 


Α1ί64) Βα) C2(20) Dr(224) Ειαί100) 
A2(64j B4(16) Ca(24) — D14(242) | Ej(100) 28.50 
| Asa(66) ^ Bg(18)  C42(28) — Dg(218) Fo(85) 27.88 
Aq(66) Bel20)  Ci(18)  Dis(242) — Br{85) 27.99 
Αξί68)  Big(22) Cs(22) — Ds(218) Eg(85) 27.77 
Ag(68) Βία) ^ Co(26)  Di2(236) Es(70) 31.21 
Ar(TO)  Bi4(26) O13{30) — Da4(212) Ei(r0) 30.83 
As(70) ë Bi(14) Οὐ}  D41(236)  Eg4(100) 25.67 
Ag(72) — Ba(16) ΟΠ  Ds(212)  Ei2(1000 25.31 
Ai10(72) — Bg(18)  Cio(26)  Di40(230) ^ Fi9(85) 31.58 
| Aii(74) — Br(20) Cdf30 Ῥοί206]) Eg(85) 28.03 
Aiz(74) Βα}  Ca(20) — Dg(230) Eg(85) 31.81 
Ais(76) Bii(24) — Co(24) — (206) Ba{70) 28.16 
Ai4(T6)  Bis(26) Ch (28) — Dg(224) E2(70) 


μα = γα I 
G ο nm ο ο ο -: 5 τα £ G RH 


= 
心 


85.4 设计 均 名 性 的 度量 
在 35.2.3 我 们 曾 提 及 有 许多 方法 来 度量 设计 甜 阵 的 均匀 性 . 
可 将 这 些 方 法 分 类 为 : 数论 方法 、 几 何方 法 和 统计 方法 . # 35.2 
我 们 已 介绍 了 数论 方法 .本 节 将 介绍 其 它 两 种 方法 : 
5.4.1 几何 方法 


(a) ERESIA | 
3 A= (a1), Ë απ)’ = (215) 为 85.2 kë Xa WB, 称 


vjr (A) = II laxi — azal (5.4.1) 
1=1 


A A 的 试验 点 az 和 ad; 之 同 的 体积 距离 - 显然 ， wx = σε, 
vj; = 0. 通过 点 ag) 和 aç) 作 平 行 于 坐标 平面 的 25 个 超 平面， 
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1 < j < k < n, X 25 48 F: TRÍ ΡΕ ΧΗ REEL RO ERA vs CA). 16 - 
ΕΠ ΡΕΞ (1987) 建议 用 


J; (A) = u; (Α) (5.4.2) 


min 
lzjekzn 
来 度量 A BJ. 53 ΙΗ, HRS eit (1992) 建议 用 


Us(A)= Ὁ; (υγε(Α) - ο(Α))7 (5.4.3) 


1<;j<k<=x 
KE 29355] BERG BENE, Ab 


z(a) = = 2 


nni vx (A) (5.4.4) 


1Xj«k£n 


X UA) > U,(B) (或 ζιίΑ) > Us(B)), WER A 所 定义 的 集合 
比 由 Β μπε LORS RS. HLM ARE. PR 
是 自然 的 : SABA [Lal PRAY, WET vis (A), 
的 差 应 较 小 . 方 开 泰 和 张 金 延 (1992) 指出 ， Uy (A) 通常 比 U2(A) 
好 . | | 

(b) 最 大 对 称 差 淮 则 

我 们 用 图 5.1 来 说 明 一 个 设计 托 阵 外 的 对 称 差 的 几何 意义 . 
该 图 表示 有 商 个 因子 4 和 BB 时 (7?) 的 试验 点 图 从 因子 4 的 
观点 来 看 ， 8B 的 相 邻 水 平 差 的 绝对 值 和 等 于 


\6 — 3] + |2 —6|--|5 2i + |1 5 - |[4 — 1] + |7 — 4| = 20. 
另 一 方面 ， 从 B 的 观点 ， 4 的 相 邻 水 平 的 差 的 绝对 信和 为 
[3—5]-3- —3] 4-6 — 1| + |4 - 6| + 12 — 4| + |7 — 2| = 18. 


这 两 个 因子 的 对 称 差 定义 为 SD = 20+ 18 = 38. ÉD ΕΠΗ 
ü, SD 越 大 ， 试 验 点 散布 越 均 匀 ， 现 在 我 们 给 出 MRE 的 数 
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学 定义 ， 
对 在 一 自然 数 n, > 


An = ο... ren) Da, ὑπ) 是 (l, ,2 的 一 个 置换 }. 
(5.4.5) 


EX 5.3 设 w= (h: stn) 和 y= {jr Jn) 均 属 于 An- 
则 存在 一 个 矢量 (h... tn) E An 使 得 in =l, in = n. Risk 


n—1 
ND(z,y) = Y lua — Jud (5.4.6) 
k=1 


为 基于 cH y ΗΡΑΣ, DA 
SD(z,y) = ND(z,y) + ND(y a) (5.4.7) 


JA y Hb z iP ORR SS. BERR RE. 

例 5.4 由 图 5.1 WAR z = (2, 4, 6, 1, 3,5, 7), y= (6, 
5, 4, 3, 2, 1, 7) M| (h, h) = (4,1, 5, 2, 6, 8, 7), 这 是 由 于 
i= l, i) =2,+--, = 7. 我 们 有 yoy = (8, 6, 2, 5, 1, 4, T), H 
(5.4.6) 
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ΝΡία, y) = [6 — 3| + |2 -6| € [7 — 4| = 20. 


Apia N D(g,z=) = 18, Æ 5Ρία,ψ) = 38. 

我 们 引进 笑 量 (L... l.) 的 目的 ， 是 将 试验 点 按 其 z 坐标 
排序 ， 因 此 ND(e, 为 V 举 标 一 步 邻 差 的 绝对 值 和 ， ND(E) 
有 类 似 的 意义 So 个 点 要 求 散布 均 句 ， 则 它们 的 对 称 差 应 尽 
可 能 地 大 ， 这 就 是 所 谓 的 HRA RM (MSD). 高 维 情形 的 对 
称 差 可 以 定义 如 下 : | 

定义 5.4 αι € A, ἐ-1,..-,6, 则 zi... x, 的 对 称 差 定义 
" | 


SD(z,,2)- Y, SD(sm) | (5.4.8) 


lic jee 


运用 最 太 对 称 差 准则 ， 可 求 得 在 (5.2.10) 中 定义 的 最 好 的 5 
.和 相应 的 UD. 为 了 简化 对 称 差 的 计算 ， 我 们 给 出 对 称 差 的 一 些 
性 质 : 

(i) SD(z,y) = SD(y,z) = SD(s,n-1-9) 对 一 切 2, y € An 成 
3, 其 中 n+1-y= (ntiju antl- jn) EIE (uos). 

该 性 质 柯 由 定义 直接 导出 ， 故 覆 去 证 明 . 

车 ae 为 人 于 0<a<PR 的 整数 ， 则 由 οἱ 集 的 定义 ， 有 


ji = a, ja = 2a,--- fn = na (modn). 


相应 的 y xXx ys. = EE γῆν). RUA αν = (b,25,--- ,nb) . 
(mod n), 特别， αι = (1,2, n). 下 面 关于 对 称 差 的 一 些 性 质 ` 
来 自 方 开 秦 和 郑 胡 灵 (1992). 

(8) SD(@1,9,) = SD(z qi), Erb za! (modn). 
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(iii) SDB.) = SD(z .y.-:.). 
(iv) SD(r,,g,) = (2a — 1)(n — a) + {2b — 1)(n-— b) (5.4.9) 
其 中 b= ag! (modn). 


AR (5.49) 提供 了 计算 对 称 差 的 公式 ， 在 例 5.3 中 ， 有 z=m=, 
和 u= ys. n = 7, ΒΙ 27) = 4 (mod 7), 37! = 5 (mod 7) 由 (5.4.9) 


SD(z.y) = SD(2;,9e) = SD(a1, Yax6) 
= SD@1,¥s) f 
= (2 x 3— 1)(7 = 3) + (2 x 5 — 1)(7 — 5) 
= 20 + 18 = 38, | 


这 和 以 前 的 结果 是 一 致 的 . 


(v) * {am i) = 1, m = lo +8, ΜΙΣΑ ÉS (ac sds) 
eA, 有 


SD(z,, ,+ Be.) 
—SDí(£&,,-- ναι) 
-SD(zn £14, .. Baria, }' (5.4.10) 

因此 我 们 总 可 假定 Δι = 1, 这 和 偏差 准则 的 结果 一 致 ， 方 开 
MMAR (1002) 通过 对 4 < n < 31 it RR, BAM RE 
准则 和 偏差 准则 在 大 部 分 情形 下 获得 的 “最 好 的 "和 是 相同 的 , 而 
最 大 对 称 差 准则 更 为 初等 . 由 于 高 维 的 对 称 差 是 通过 二 维 的 对 称 
差 来 定义 ({5.4.8)), 因此 在 高 维 时 对 称 差 所 获得 的 解 可 能 不 是 最 
优 的 . 表 5.10 列 出 最 大 对 称 差 和 偏差 准则 获得 的 结果 的 比较 . 
我 们 看 到 当 n < 11 时 两 者 完全 一 致 ， 随 着 n 增加 时 两 者 的 差异 
也 增加 . 
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ας 5.10 两 种 方法 的 比较 


偏差 


ha, ha, ,ha hs ha,' sha 
13 4,5 34 
3,5,11 6,8,11 
3,4,5,11 6,8,9,10 
15 2,4 3,4 
2,4,6 3,4,7 
2,3,4,6 2,3,4,7 
7,8418 6,8,14 
7,8,11,18 B,8,14,17 
7,8,11,12,18 6,8,10,14,17 


21 


27 


3,6,8,9 
2,3,6,8,9,11 


11 


36,911 
3,6,8,9,11,12 


5,9,13 5,9,17 
4,5,8,9,13,16,20 2,7,10,12,15,16,17 
7 6. 

7,13 6,7 . 
6,7,18 6,14,15 
5,9,11,13 6,14,15,17 
6,7,12,13,18 6,10,14,15,17 


6,7,8,10,14,15,17 
8,6,7,8,10,14,15,17 


3,5,7,9,11,12,17 
3,5,7,9,11,13,15,17 


29 


ο αι < ο | X c ασ δ. UC hi) x bio mja οτ[ὁ o Lho |o io 4 Gic 


19 
1 
12 


18,24 
13,15,19,21,34 
13,15,19,21,22,24 
12,13,15,19,21,22,24 
12,13,15,19,21,22,24,25 
11,12,13,18,19,21,22,24,25 
6,11,12,13,15,19,21,22,24,25 
3,5,8,12,13,14,18,19,20,22,22 


9,23 
7,16,23,24,25 
7,16,20.23,24,25 
5,7,8,13,17,19,27 
6,7,8,13,17,19,20,27 
6,7,8,13,15,17,19,20,27 
4,6,7,8,13,15,17,19,20,27 
3,4,6,7,8,13,15,17,19,20,27 
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5.4.2 ”统计 方法 


设 用 gp 集 产 生 了 一 个 设计 矩阵 Q 或 诱导 阵 X. 如 果 把 X 
看 成 s COMI, MPRA SH Tt ἈΠ 


== ln 和 S=S(X)= -Χ».., (5.4.11) 


其 中 
D, =F, — 1, l, —(1,.-,1Y! in x 1. 


4 A XA» X SAA SAREE BR κ 


S λα (8) = z0-3) 
| ατα 
在 最 优 回 蚊 设 计 中 所 有 的 准则 都 是 Du) 的 函数 ,如 最 小 BK, 
算术 平均 、 几何 孕 均 和 方差 等 函数 ， 这 促使 我 们 推广 最 优 向 归 设 
计 的 准则 如 下 : | | 
4 ID = {ee > θ,ξ 1,:-.. πι} R Q k X St Hf, È 

含有 Q ΗΠΑ. fln ID = {λε εξ 1,… ,3}. 考虑 ID A 
Hi: 

ID, (Q) = min ej, 


i<i<m 


f TD max (Q) = max ĉi, 


i<gi<m 


IDmean(Q) = 一 Xe = ë, 
(5.4.12) 


IDgmean(Q) — ( Π 2 , 
IDas(Q) = È e ~ ay 
£1 


Ω “315 ID 和 ID 函数 应 当 满 足 如 下 两 个 条 件 : 
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(a) 车 Q, = Qo (85.2), W ID(Q:) =1DQ). 这 就 是 说 ， 若 
Q: 和 Q; 等 价 ， 则 它们 应 有 相同 的 导出 集 . 
(5) $ ID;(Q) Æ ID 集 上 的 一 个 ID ΒΒ. 倘若 Q = Q, 
W ID;(Qu-ID;(QQ). 
RATERS RE REA R T ARX. 当 ID = (X) 
H ID, 为 (5.4.12) 中 和 企 一 函数 时 , 性 质 (a) 和 (Ὁ) 都 是 满足 的 . 
FABAKSE (1992) 建议 了 好 几 种 导出 集 ， 并 给 出 了 它们 的 
TERR. 
设计 阵 g 称 为 均匀 设计 ， 着 它 满足 下 面 的 条 件 之 一 : 
ID ") Ξ max I Drin (Q), 
IDs (Q") = min ID... (Q), 
IDmean(Q") = min I Dmean (Q), (5.4.13) 
IDgmean(Q"*) = max IDgmean(Q). 


IDvas(Q*) = 一 min IDvar(Q), 


其 中 ID 不 等 于 常数 . T 7G (1986) 利用 lDgmean, 给 出 了 相应 
的 均匀 设计 ， 在 最 优 设计 理论 中 称 为 DD 最 优 . 她 还 用 了 A 最 优 
准则 , 相应 的 ΓΡ 函数 为 


ID4(Q) = 5 ΑΓ". | (5.4.14) 
a1 


她 的 数值 结果 指出 , 由 这 两 个 准 刚 获得 的 均匀 设计 在 大 多 数 情 形 
下 同 于 用 近似 偏差 (5.2.8) 所 获得 的 设计 ， 但 在 一 些 情形 下 仍 有 
3E. dE 5.11 对 于 n < 19 时 给 出 了 三 种 准 财 的 差别 ， 我 们 看 到 
由 4 最 优 和 近似 偏 郑 所 获得 的 解 在 许多 情形 下 是 不 同 的， 例如 
(n,a) = (7, 4), (11, 6), (13, 7), (15, 5), (17, 9), (19, 10) 等 用 4 
RR D 最 优 准 则 在 许多 情形 下 获得 相同 的 解 ， 但 其 解 不 同 于 
RÆ, PDM (n,s) =(5, 2), (11, 2), (13, 2), (13, 3), (17, 2) (19, 
2), (19, 3) 等 ， 
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Æ 5.11 EHE (hy =1) 


AJ T 


Xr a 


T 4 

9 4 
11 2 
11 8 
i3 2 
13 3 
13 了 
15 5 
iv 2 
17 8 
19 2 
18 3 
i9 10 


4 
2,46 


2.45 
5 
2,4,5,8,10 


6 
610 —— 
2,3,4,6,8,12 


2,3,5,7 


f 11 
3,5,9,10, 
11.13.1518 
6 
6,14 
3,5,6,10, 
11,12,15,17,18 


2,3,6 
(or 2,4,6) 
2,3,5 
5 
2,4,5,8,10 
(or 2,3,5,7,10) 
8 
6,10 
2,3,4,6,8,12 
(or 2,6,8,9,10,12) 
2,3,5,7 
(or 2,3,4,7) 

11 
3,5,9,10,11,13,15,16 
(or 4,5,6,9,10,14,15,16) 
6 
6,14 
3,5,6,10,11,E2,15,17,18 
(or 3,4,6,7,8,10,14,17, 18) 


2 
2,3,6 


235 — 
7 
2,3,5,7,10 


5 
8,4 
2,6,8,9,10,12 


2,37 ` 


10 
4,5,6,9, 
10,14,15,18 
8 
78 
8,4,6,7,8, 
10,14,17,18 


我 们 已 经 介绍 了 许多 均 印 性 度量 ， 如 何 比较 它们 的 好 坏 ， 这 
是 一 个 轩 难 的 问题 . 方 开 泰和 张 金 廷 (1992) 对 4 种 导出 集 和 20 
种 均匀 性 度 有 最 和 偏差 (精确 值 ) 在 s < 5 Al n < 31 ΠΕ Y EAS. 他 
们 给 出 了 如 下 的 结论 :在 (9.4.12) 定义 的 五 种 ID BAH. IDyar 
对 均匀 度 的 度量 其 功效 最 好 ， 因 此 是 最 好 的 函数 ; ΠῚ (5.2.8) 对 
均匀 度 的 度量 功效 较 善 . 在 四 个 导出 集中 ， 以 ID = (X) 为 最 


好 ， 因 此 ， 当 τι 较 小 时 他 们 建议 用 
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TDrar(@) Ew, A= tO 
i=l 


1 


= (5.4.15) 


i=l 


作为 均匀 性 的 度量 .车 Q 的 生成 和 拓 量 有 形式 (5.2.10), 4 n< 
31,s < n/2+1 if, 利用 U, 可 求 得 最 好 的 5, 其 结果 列 于 表 5.12, 
对 于 想 采 用 均 久 设计 的 读者 ， 我 们 向 他 推荐 表 5.12. 

另 一 个 均 句 性 度量 是 均 方 差 (MSE), 在 第 四 章 已 经 详细 讨 
论 ， 利 用 NTLBG 算法 ， UD 的 生成 撩 量 ， 他 们 列 于 附录 AQ. 


表 5.12 在 U 准则 下 均匀 设计 的 最 好 的 6 


p 
H < ο o -ᾱ Ch C ú LO τ 


= 


ię 20 


5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 


14 14 14 14 14 14 
10 10 10 10 10 10 10 
17 17 20 20 11 11 11 11 
11 8 8 8 B 8 8 
20 20 20 20 i6 
14 19 


29 7 13 23 25 25 7 11 M 11 14 14 14 
31 | 14 22 12 12 12 12 12 12 12 22 22 22 22 22 22 


$5.8 混 料 均匀 设计 


所 谓 s SAF RIT, MARAT αι, ,zs WE 
zD 0,1= 1... s, K zí+ + z, = 1. 混 料 设计 常常 出 现在 化 
学 和 材料 工业 设计 ， 食 品 配 方 等 .在 过 去 的 30 年 中 ,发表 了 许 
BME. BHT APB ITM ARK. Scheffe (1958) 引进 了 单 
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纯 形 格子 点 设计 和 相应 的 多 项 式 模型 随后， 他 (1063) 又 提出 
了 另 一 个 称 之 为 单纯 形 重心 设计 . Cornell (1975) 建议 了 轴 设 计 ， 
他 (1973, 1981) 综合 了 几乎 所 有 的 关于 混 料 设计 的 统计 文章 和 有 
关 的 数据 分 析 . | 

首先 ， 我 们 介绍 单纯 形 格 子 点 、 单 纯 形 重心 和 轴 设 计 . 

(a) 单纯 形 格 子 点 设计 f 

RA s 种 原料 进行 配方 ， 令 m 为 正 整数 ， 若 每 种 原料 从 0 
至 1 均匀 地 取 (m + 1) 个 值 ， 即 


a; =0,t/m,2/m,---,1, i=l, 8. 


便 如 ， 当 s=3, RNA 


m —1: S4 Vi, 0,0), (0, 1,0), (0,0, 1): 
m = 2:6 1 iF (1,0, 0), (0,1,0), (0,0, 1), 
(1/2,1/2, 0), (1/2, 0, 1/2), (à, 1/2, 1/2); 
m = 3: 10H (1,0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1), (1/3, 2/3, 0), 
(1/3, 0, 2/3), (0, 1/3,2/3), (2/3, 1/3,0), 
(23,0, 1/3), (0,2/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3). 
一 般 地 有 (777) 个 设计 点 ， 并 用 记号 {s,m} 表示 这 个 设计 . 
(b) BAH Bob wit 
3 个 分 量 的 单纯 形 重 心 设计 由 下 列 点 组 成 : s 个 单一 原料 配 
A. (9) 个 二 种 原料 配方 ，(3) 个 三 种 原料 配方 ， .…, 以 及 加 
上 重心 点 (1/s,…… ,1/s). 所 以 设计 总 数 为 2 — 1. 向 如 ， 当 s=3 
时 ， 设 计 点 有 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (3/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 
1/2), (0, 1/2,1/2) X (1/3, 1/3, 1/3) . 
(c) $Me it f . 
EH HE ARE. T. 的 顶点 和 重心 的 连 线 称 为 一 个 轴 . 令 d 为 一 个 
正 数 ， 介 于 0«d«(s—1)/s. 轴 设 计 由 s 个 点 组 成 ， 它们 分 别 
位 于 s 个 办 上 ， 到 重心 有 相间 的 距离 d. 
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ΕΗ 5.2 411} s= 5 时 上 述 三 种 设计 . 读者 将 发 现在 这 三 种 设 
计 中 至 少 存在 两 个 问题 : 


(a) 单纯 形 格 子 点 设计 (b) 单纯 形 重心 设计 


(i) 试验 点 在 试验 区 域 T, 内 散布 并 不 十 分 均 义 . 

(ü) 一 些 试验 点 在 试验 区 域 的 边界 上 ， 在 一 些 化 学 试验 中 ， 
如 果 缺 少 一 些 原料 ， 试 验 是 不 可 能 进行 的 ， 在 这 种 情形 下 ， 落 在 
边界 上 的 试验 点 是 没有 意义 的 . 

因此 , 我 们 需要 一 种 试验 设计 , 其 试验 点 在 TT EMIT URS, 这 
正 是 均 名 设计 的 思想 ,相应 的 设计 称 为 混 料 均匀 设计 (UDEM). 
本 节 我 们 将 介绍 三 类 这 样 的 设计 . 


5.5.1 Scheffe 型 设计 


由 图 5.2 ἘΞ, ΚΙ Scheffà 提出 的 单纯 形 重 心 设计 试验 点 在 
T, 上 的 散布 是 均 色 的， 但 边界 上 的 点 太 儿 因此， 在 五 边界 上 
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的 每 个 试验 点 应 当 挪 到 T. 内 部 . 一 个 自然 的 想法 是 保持 原 设计 
中 点 散布 的 形状 ， 把 边界 点 向 T, πμ ΕΑΠ. 我 们 以 s= 3 时 
的 单 系 形 重 心 设 计 为 例 来 说 明 这 个 方法 . 设 原 来 的 设计 由 图 5.2 
(b) 8Η, < a 是 一 个 待定 的 正 数 ， 然 后 将 单纯 形 的 三 个 顶点 向 
重心 移动 如 下 : 


(00 — (1- 7 c. ος) 
(0.0,1) ο” 
从 而 其 它 四 点 的 位 置 为 
(55:9) — (5 ar aeu 
HESS 
(05:3) (ses aa n) 
ο ασ 


如 图 5.3 所 示 ， 我 们 希望 求 一 个 适当 的 上 使 这 七 个 点 在 T, Ma. 
11141. 


加 5.3 试验 点 的 收缩 


ERO RR BH TASS: FRAM MSE 方法 
来 度量 一 个 集合 的 均 邱 性 ， 由 于 MSE CRA RR, Dew HE Jb 
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们 采用 MSE 来 度量 试验 点 的 均匀 性 ， 为 方便 读者 ， 我 们 将 计算 
MSE + BPM BWI (SUH): 

4$ mec D] T, Ht 元 个 试验 点 . 

(a) ALA (1.5.33) 在 T, 产生 一 个 NT-net ys ev X N + 
点 称 为 y 13 | | | 

(b) 点 集 {αι} 在 T, LAS MSE 近似 等 于 


MSE{z;} = , )—— i 


N 
1 f | 
一 aN ro (2j, Wi). . f (5.5.2) 
. 575 i f 


注意 ， 这 里 MSE 的 定义 与 以 前 略 有 不 同 ((1.4.15)), 这 里 多 
除了 一 个 s 来 表示 不 同 维 之 同 的 差别 , 

E noo ,7 为 单纯 形 重心 设计 在 s = 3 时 的 七 个 点 ， 取 

= 610,h; = lh, = 377, Hi (N,hi ha) 产生 sb 集 ， 利 用 
(1.5.33) 和 (5.5.2), 求 得 (αι) 的 MSE 29 0.05553: WEMA WIE 
个 点 记 为 af, et, 它们 的 MSE 是 a 的 函数 ， 由 数 秆 计算 求 得 
使 MSE 达到 极 小 的 a = 3.761, 相应 的 MSE 为 0.02296, 比 原来 
的 MSE —0.05553 有 显著 的 改进 ， 于 是 压缩 后 的 改进 设计 为 


αἱ = (0.734, 0.133, 0.133), α) = (0.133, 0.734,0.133), 

25 = (0.133, 0.133,0.734), z} = (0.4335, 0.4335, 0.133), 
. $5 = (0.4335,0.133, 0.4335), æ% = (0.133, 0.4335, 0.4335), 

z; = (1/3,1/3, 1/3). 


类 似 的 方法 可 以 用 来 改进 单纯 形 格子 点 设计 . 例如 , 利用 (5.5.1) 
可 算得 设计 {3,3} 的 MSE 为 0.03087. 经 压缩 后 , TE a = 4.836 
时 MSE 达 最 小 值 001568. 为 读者 对 照 方便 ， 认 5.13 汇总 了 上 
述 结果， 其 试验 点 如 图 5.4 所 示 ， 对 于 一 般 情 形 ， 读 者 不 难 用 上 
面 的 方法 获得 其 相应 之 改进 设计 . mE 
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5.13 MH- Schede WERE 
ε σα σι 


0.05553 9.02396 - 
6.63087 0.81568. . 


Rit 
RANGER 
单纯 形 烙 子 点 设计 3 


图 54 Scheffe 型 设计 
我 们 也 可 求 得 d 使 得 相应 的 轴 设 计 有 最 小 的 MSE. 
5.5.2 均匀 设计 — mee a 


改进 的 Scheffe 设计 虽然 解决 了 试验 点 落 在 边界 上 的 问题 ， 
从 图 5.4 直观 地 看 试验 点 在 ALIAS AH. 此 四， Scheffe 
的 两 种 设计 对 试验 点 数 限制 很 死 ， 如 单纯 形 格子 点 设计 ， 设 计 点 
Koa (777), RA Et, TA AR aE I 
2¢—1; 轴 设 计 的 试验 点 为 * 个 . 而 在 大 部 分 工业 和 化 学 试验 中 ， 
由 于 客观 条 件 千变万化 ， 需 要 设计 有 相当 的 灵活 性 ， 不 宜 把 试验 
数目 限制 过 死 ， 为 此 ， 王 元 和 方 开 泰 (1990b) 提出 了 所 谓 混 料 均 
勾 设 计 (UDEM), 其 妃 想 就 是 用 L5 中 引进 的 在 T, 上 均匀 布点 
的 方法 给 出 设计 . 


设 有 Li 个 因子 Xi Xe, 其 试验 范围 为 Ts, 如 果 要 安排 n 
.个 试验 ， 其 具体 步 又 如 下 : 


(a) 由 附录 A 查 到 生成 矢量 (nihi, Lh) 并 由 此 求 得 一 
A AA mS εἰ gip 集 {én = (cui. Ut ; Ck a1)"; k = Le án 
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(b) Ë 


zy 
-a-e i=l, 
s—i 
= Hay ,' ΚΞ» ,% 
ΠΙ (z, = οσο. 1 Tias)" Kk = 1,--- 


οι 和 ez 两 列 给 出 


(5.5.3) 


n) 即 为 均 名 设计 的 试验 点 . 

例如 ， 当 n= 11,s = 3 有 时， 由 附录 A X AIS 查 到 生成 矢量 为 
{11;1,7}, Æ 5.14 给 出 了 产生 试验 点 的 过 程 ， 
(Tq € = (cet, οκ) 的 两 个 坐标 ，zl, za 和 rs 三 列 是 通过 (5.5.3) if 


算出 的 试验 点 坐标 . 以 后 我 们 用 UM, (n*) 代表 所 获得 的 UDEM 


X. 


1/23 
3/22 
5/22 
7/22 
9/22 
11/22 
13/22 
15/22 
17/22 
19/22 
21/22 


LM e= 
B Ó @ @m - Ga ko b π 


3 5.14 


例 5.5 考虑 回归 模型 


Y = ño + Y Bizi + Briry +E, 


i—l 


其 中 ε 表示 随机 误差 . RA zı +: 
Y = Bo + 3 Bizi + »» ELTE +E, 


i=1 


i=1 j=; 


3—1 a—1 


i=1 j=i 


U Μι (113) - 
13/22 0.787 0.087 0.128 
5/22 0.631 0.285 0.084 
19/22 0.523 0.065 0.412 
11/22 0.436 0.282 0.282 
3/22 0.360 0.552 0.087 
17/22 0.293 0.161 0.546 
9/22 0.231 0.454 0.314 
1/22 0.174 0.788 0.038 
15/22 0.121 0.280 0.599 
7/22 0.071 0.634 0.296 
21/22 0.023 0.044 0.993 


十 Ya = d, 它 能 简化 为 
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其 中 e ~ N(0,07). 考虑 下 面 的 模型 


Y = z, + ma — 32 — 32 + zir2+E (5.5.4) 


并 取 o = 0.005. 通过 模拟 和 运用 U Μιτ(173), 获得 表 5.15 的 数 
88, KE n = 17,s = 3. 由 最 小 二 蒋 法 求 得 回归 方程 如 下 


EY = — 0.0376 + 1.116221 十 1.119722 


— 3.084227 — 3.088022 + 0.83362 172 
(5.5.5) " 


GARE (5.5.4) 是 很 接近 的 . 方程 (5.5.5) RARO R= 
0.9999, R E PREE 5 = 0.0054, 后 者 与 o = 0.005 也 很 接近 ， 


表 5.15 设计 Ὁ Mir) 


Ne Xi i2 Y 
I 0.829 D.076 — 1.1090. 
2 0.703 0.253 —0.541 
3 0.617 0.102 — 0.391 
4 0.546 0.307 —6.157 
5 0486 ' 0.045 — 0.160 
Š 0,431 0.284 0.038 
了 0.382 0.564 —0.230 
Β p.336 0.215 0.146 
9 0.293 0.520 — 0.103 
10 i 0.252 1.110 0.163 
11 0.214 0.439 0.031 
14 0.178 0.798 —0,889 
13 0.143 0.328 0.134 
14 0.109 0.708 —0.644 
15 0.076 0.190 0.155 
16 0.045 0.590 — 0.388 
17 0.015 0.029 0.060 


当 o 大 时 ,我们 不 能 期 望 获得 这 人 么 好 的 结果 . Pi, SRR 


型 ' 
Y = 10 æ — 322 — 32 + 2122 6, (5.5.6) 


E 
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“He ew N(0,2?),0 = 0.3. dé 5.16 的 数据 是 利用 表 U Mi (15?) 
由 模拟 产生 的 ， 相 应 的 回归 方程 成 为 


EY = 10.0908 + 0.79722, — 3.45420? — 2.673322 + 0.8884x 3, 


其 中 R = 0.9003, ὅ = 0.2891， 值 得 注意 的 是 这 个 方程 和 模型 
(5.5.6) 有 一 些 偏 离 ， 因 为 在 αι 和 αὶ 项 之 间 有 较 高 的 相关 性 ， 
同时 σ BEX. 


M516 设计 U Mis (15°) 


No 51 Xo Y 
1 0.817 0.055 8.508 
2 0.684 0.179 9.464 
8 0,592 0.340 9.035 
4 0.517 0.048 9.400 
5 0.452 0.201 10.680 
8 0.394 0.384 9.748 
7 0.342 0.592 9.698 
8 0.293 G.118 ` 10.238 
9 0.247 ` 0.326 9.808 
10 0.204 0.557 9.732 
11 0.163 0.809 8.933 
12 0.124 0.204 9.971 
13 0.087 0.456 9.881 


14 0.051 0.727 8.892 
15 | 0.017 6.033 10.139 
5.5.3 ”均匀 设计 — MSE 准则 | 
MORI SEE 11 UT) 的 代表 点 , 选取 的 原则 可 以 采 
用 F 832, +R ALLA MSE. 在 $4.5 和 S46 已 经 详细 介绍 了 
如 何在 MSE 准则 下 求 多 元 分 布 的 代表 点 ， 下 面 是 NTLBG 算法 
(54.5) 具体 用 于 在 MSE FÈ U(T,) 的 代表 点 ， 
(a) 利用 NTM 对 均匀 分 布 U(T,) 产生 一 个 训练 样本 P= {y,,7 = 
εν N}. 
(b) 9 k=0, 并 输入 初始 点 X(k) = (nl. αν 
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(ο) 车 |a -eP < |D —2 16 = 1,--- n) E w; A tE 
ο ο πα 相应 的 指标 集 记 为 οἵδ. 
ain asa 


at 一 x X yi” 3 一 
MP 


其 中 Ni 是 GP 的 序数 ， 
(e) W X(+ 1) -- (a9... a, 
(f) 3: X(k) Z X(k--1) 则 回 到 第 (ο) 步 ， 并 用 不 十] 代 k; 否则 
过 程 停止 . 
当 N 很 大 时 ， 停 止 规则 X(k) = X(k + 1) 会 导致 大 量 计算 ， 
因此 我 们 需要 作 如 下 修改 : 5 + 为 一 事先 给 定 的 正 数 ， 车 


2 tU lee, j=l ean, 


MARAE PIE. 

初始 点 的 选择 可 以 有 网 种 方案 ， 这 里 仅仅 考虑 两 种 方法 ， 一 
种 方法 是 用 改进 的 Schefe 设计 得 到 的 试验 点 , 另 一 种 方法 是 用 
由 UDEM 给 出 的 试验 点 (85.5.2). 但 是 ， 后 者 适用 于 试验 点 数 
为 任何 正 整 数 n, 而 前 者 仅仅 能 用 于 少数 n. 为 了 说 明 ， 我 们 将 
NTLBG 算法 用 于 两 种 设计 : 单纯 形 重 心 设 计 和 单纯 形 格子 点 设 
it {3, 3) 并 采用 两 种 初始 点 ， 其 结果 列 于 表 5.17, 我 们 得 到 如 下 
结论 : UDEM 的 MSE 比 Scheffe 设计 要 小 得 多 , 这 表明 Scheffe 
设计 的 均匀 性 不 好 . 它们 在 运用 了 NTLBG 算法 之 后 , 无论 是 哪 
一 类 初始 点 ，MSE 都 得 到 改进 ， 相 关于 UDEM 的 结果 亦 较 好 . 

当 采 用 MSE 准则 后 ， 我 们 总 是 推荐 用 UDEM 来 选取 初始 
点 ， 然 后 求 得 所 谓 的 USM X. Pin, # USM fn2) 表示 一 个 
n 个 点 的 设计 ， 每 个 点 有 sho. Æ 518 和 5.19 给 出 
^T USM;(72) 和 USMio(103), 他 们 的 MSE 分 别 为 0.02180 和 
0.01457 (Æ 5.17). 
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Æ 5.17 MSE 值 的 比较 


改进 Scheffe 
设计 的 MSE 


原 设 计 的 MSE 


运用 NTLBG 
后 的 MSE 


Simplex-centroid | 7 
Simplex lattice 
{3,3} 
UDEM 
UDEM 


0.06553 0.02296 


0.30870 0.01568 
0.02720 


0.01876 


Æ 5.18 USM; (TŠ) 


0.02266 


0.01457 
0.02189 
0.01457 


0.7440 0.1434 0.1125 
0.5201 0.1323 0.3475 
0.4112 0.4381 0.1507. 
0.2941 0.1803 0.5256 
0.1347 0.7403 0.1281 
0.1226 0.4648 0.4126 
0.1048 0.1344 0.7608 
$ 5.10 USMio(103) 
0.7930 0.0926 0.1144 
0.5964 0.3019 0.3017 
0.5487 0.1051 0.3462 
0.3682 0.3250 0.30858 
0.3573 0.5360 0.1087 
0.3132 0.1169 0.5695 
0.1299 0.3633 0.5068 
0.1176 0.7890 0.0940 
0.0856 0.1234 0.7810 
0.1125 0.5875 0.3000 
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35.6 电 算 试验 设计 


由 于 流体 问题 的 解析 解 的 复杂 性 ， 数 值 今 析 方法 已 使 用 多 年 
“来 提供 一 个 近似 解 . 设 有 一 个 设备 或 过 程 ， 它 的 运行 依赖 于 一 个 
随机 矢量 = (Xe, Xa) AM, B BER. Ee frd 
赖 于 许多 参数 ， 其 中 有 一 些 随机 的 影响 . 有 关 的 数学 模型 已 有 讨 
论 (例如 微分 方程 组 ), 利用 这 些 数 学 模型 可 以 在 电脑 上 模拟 设备 
运行 的 情形 .最 常 时 到 的 是 估计 设备 运行 中 某 一 变量 画 数 Λία) 
的 期 望 值 ， 即 我 们 要 估计 期 望 值 E(h(z). 车 用 样本 均值 方法 ， 
E(h(z)) 的 估计 为 . 
h = 二 》 hr), (5.6.1) 
k=1 


其 中 ga, ,zn 由 蒙特 卡 罗 方 法 产生 . 我 们 已 经 知道 ， (5.6.1) 的 
效力 是 不 高 的 ， 因此， 许多 人 建议 了 各 种 方法 来 产生 mcum 
使 得 杠 应 的 比 简单 随机 抽样 (BN αι, =, 独立 同 分 布 ) 有 更 
好 的 性 质 . McKay, Beckman 4 Conover (1979) 建议 了 一 种 称 
之 为 HT Sip (Lating Hypercube Sampling, fiiio 
(LHS)), 随后 有 不 少 关 于 LHS 的 讨论 并 出 现 了 LHS 的 各 种 变 
形 ， 恩 此， 我们 可 以 记 为 该 广 的 发 表 作 为 电 算 试验 设计 (DCE) 
的 起 点 . 一 个 电 算 试验 由 下 列 组 成 : 设计 一 个 电 算 程序 ， 有 一 系 
列 输 入 ， 运 行程 序 并 给 出 输出 ,输入 和 输出 组 成 一 个 观测 值 - 例 
Am. FEES, {αι,--' ,zn} BA, A. 电 算 试验 设 
计 是 如 何 选择 输入 使 输出 有 较 好 性 质 的 方法 . 当 物 理 试验 太 复 杂 
或 太 贵 时 ， 建 立 在 对 这 个 物理 体系 作 数 学 描 叙 基础 上 的 电 算 模型 
{或 程序 ) 被 采用 来 代替 物理 试验 . 因此 , 在 过 去 的 15 SEHE, ΛΊΠ 
对 电 算 试验 有 极 大 的 兴趣 . FEA, 如 Welch (1983), Stein (1987), 
Ylvisaker (1987), Sacks, Schiller 和 Welch (1989), Welch 等 (1989), 
Draper 与 Lin (1990), Morris (1991), Owen (1992a, b), Bernardo 
等 (1992), Tang (1992), 与 Kurker 等 (1992) 提出 了 许多 有 效 的 方 
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法 ， 并 详细 讨论 了 电 算 试验 的 设计 和 应 用 ， Sacks 5$ (1989) 的 
综合 文章 给 这 个 方面 提供 了 一 个 清楚 的 轮廓 ， 

本 节 我 们 不 打算 全 面 介绍 DCE, 只 打算 讨论 LHS 和 NTM 的 
关联 ， 这 是 因为 LHS 在 DCE 理论 中 起 了 重要 作用 . 

有 许多 方式 来 叙述 LHS, LHS 的 发 明 者 McKay, Beckman 与 
Conover 给 出 的 手 述 如 下 :如 果 我 们 徐 确 保 每 个 输入 变量 X, 在 总 
输入 的 分 布 中 有 一 定 的 比例 ; 我 们 可 将 X, 的 变化 范围 分 成 个 
E, 每 层 的 边缘 概率 均 为 1/n, 且 每 一 层 怡 有 一 个 样本 . 令 这 个 样 
本 为 tej = lyn. H Χμ, k= 1, ,8 组 成 αι, d= 1,… 2. 
Xk 的 各 个 分 量 的 位 置 ， 随 机 地 决定 . 这 样 一 个 选择 输入 的 方法 
是 配额 抽样 的 推广 ， 也 可 视 为 拉 耳 方 抽 样 的 s 维 推广 . 

对 LHS 的 比较 数学 化 的 氢 述 由 Stein (1987) 给 出 ， 设 参数 
e= (Xr a Xe HE RELE cdi 由 Fa) 给 出 ， 这 里 


Fe) = I[ Ato»). (5.6.2) 
kil 
F 是 Χιθ cd. km L... us 那么 产生 一 个 有 于 个 点 的 拉丁 
超 立 方 体 抽样 其 步 又 如 下 : 
«ει 产生 一 个 nn xs HER P = (pj), 它 的 列 相互 独 立 ， 
DE 产生 一 个 中 xs EBE U = (κ), 所 有 的 tjs 独立 同 分 
布 于 U(0,1), 并 独立 于 PP. 
FEI 5 
zje = Fç (n7 (pg — 1 + ujk)), (5.6.3) 


pu iz, = (zs ` TX = i n] 是 Fa) 的 一 个 大 小 为 n 的 

拉丁 超 立 方 体 抽样 
例 5.6 Φαν (ο). 745-2, — 6 Bf, Bj 5.5 25H T — p 
LHS. 我 们 看 到 Pai 1 Pga 决定 πε Be ἘΠ “Fe”, γαλ y Mja 
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UE am; 在 方 格 中 的 位 置 ， 注意 ， 在 图 5.5 中 每 行 每 列 恰 有 一个 
观测 值 . 


图 5.5 拉杆 直立 以 抽样 


我 们 现在 来 比较 (5.6.1) 定 的 及 的 方差 ， 一 种 情形 是 简单 了 
机 抽样 ， 另 一 种 是 LHS. 若是 简单 随机 抽样 ， 佑 计 殊 是 无 偏 的 ， 
B 
Var (h) = Var (h(z))/n. (5.6.4) 
若 采 用 LES, A MAELA. H | 
Var (h) = Var (h(z))/n + (n — 1)Cov (βίαι), h(m5))/n. (5.8.5) 
因此 ， LHS 能 降低 方差 当 且 仅 当 协 方差 Cov (h(a1), h(zz2)) < 0. 
McKay 等 (1979) 指出 ， 当 h(z) 对 每 个 变量 是 单调 时 ， 协 方差 是 
负 的 . Iman 与 Conover (1980) 给 出 该 协 方差 的 各 种 精确 表达 
3k. Stein (1987) 指出 ， 在 一 个 较 弱 的 条 件 下 ， 当 n 一 oo 时 协 
方差 渐 近 为 非 正 数 ， 具 体 来 讲 ， 令 
a= f Λα) [are (5.6.6) 
ith | 
ΗΕ mn = 1,2,... 是 一 个 无 穷 的 随机 向量 的 
三 角 体系 ， 使 得 (ma ma) 是 一 个 LHS. Stein 证 明了 如 下 事 
sp: 
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定理 5.2 dE EA? < oo, ΠΙ 54 n — ood. 
Cov (h(n ), h(ten)) 


=an HERY — n! ; (x)? Fy (x) + οί ο). 
n (ERY — n IL x (t) 十 on (5.6.7) 


由 Jensen's 不 等 式 有 
/ ex (z)2aF, (e) > { / οε(αλάΒι(α) = (Eh: (5.6.8) 
因此 B | 
Jlim n Cov (his), hezn)) < 0. 


由 定理 5.2 我 们 看 到 ， 对 任何 平方 可 积 函 数 Λία), TENERE 
XF, LHS 至 少 不 差 于 简单 随机 抽样 .我 们 可 将 定理 52 表达 
为 一 全 更易 解 释 的 形式 . 定义 


h. (&) = 3 o) 一 (s — DER (5.6.9) 
k=1 
和 
r(z)— A(x) 一 h, (z). (5.6.10) 


WB hoe) RWS λα) 的 最 好 的 可 加 项 ， 即 
/ r2(s)dP(a) < / [ae -Ertza αρ) (5.6.11) 
对 任意 的 单 变量 函数 ha, hy SE. ΜΠ, Mn 00 时 有 
Var (n1 F Nein) =n! / r(z)'dF(m) -o(n-). (5.6.12) 


因此 ， 利 用 LHS 可 以 来 过 滤 μία) 的 可 加 分 量 . 
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Tang (1992) 提出 了 一 种 所 谓 的 U 抽样 , 并 证 明 U 抽样 能 改 
i$ LHS; U 抽样 能 过 证 所 有 的 二 阶 变 互 作用 和 主 效应 ， 而 LHS 
只 能 过 滤 主 效应 Stein (1987) 进一步 指出 ， 若 Eh(z)! < oo, ΝΙ 
当 oot . 


τι ασ Tin) 一 jl. 5 ria MP (s | 
ο jn) Επί ) N (o. f (κ) dF ). (5.819) 


这 里 5 表示 收 敏 是 在 分 布 收 化 意义 下 , 可 异 Stein HBA, 
Owen (19924) £1-F- T ΕΠ. [BS3E[B iE h REG ΠΗ. 

Owen (1992b) 建议 用 正 交 阵 改 进 LHS 的 另 一 个 方法 ， 我 们 
将 这 一 方法 记 为 OALHS. 他 证 明了 OALHS H, LHS 改进 之 处 为 
OALHS 能 过 澳 所 有 二 阶 交互 作用 与 主 效应 ， 从 而 可 以 降低 于 的 
方差 . 为 了 比较 ， 对 于 简单 随机 抽样 (SRS), LHS 与 OALHS, 我 
f] h 的 方差 列 于 下 : 

1 


SRS: n Var (h(z)); 
LHS: 2 Var (h(z)) 一 = + o(n 1); 
OALHS: = Var (h(x)) 一 š + O(n-3/2), 


Hied 为 正常 数 , 我 们 可 以 看 出 所 有 这 些 方法 中 ,在 Var(h) = 
On" 意义 之 下 ， 疡 收 鲜于 E(h(z)) 的 收敛 速率 都 是 一 样 的 . 

在 LHS 和 gp 集 之 间 有 着 一 定 的 关系 ， 在 LHS 中 矩阵 P 
的 每 一 列 是 {1,2,… n] 的 一 个 转换 ， 同 样 的 性 质 适 用 于 οὐ PE 
(qj), 只 是 P 的 列 随 机 产生 ， 而 (gin) EBERT E. 在 (qu) 
的 列 之 间 虽 然 不 独立 ， 但 渐 近 不 相关 .在 LHS 中 的 试验 点 是 将 
P EER U 作 一 个 调整 ， U 为 均匀 分 布 变量 组 成 的 矩阵 ， 从 而 
使 得 试验 点 有 好 的 随机 性 质 ， 而 glp 集 并 未 作 这 种 调整 ， 故 失去 
了 随机 性 ， Yivisaker (1975) 指出 在 二 维 随机 场 的 统计 最 忧 设 计 
问题 等 价 于 寻找 最 优 样本 点 作 二 维 积分 预报 ; 即 求 积 公式 的 应 
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Hj. Stein (1987) RH, A 收敛 到 E(A(g)) 的 速度 在 概率 意义 下 
为 O(n?) ((5.6.13)), 它 同 于 简单 随机 抽样 技术 的 运用 ,只 是 前 
者 改进 了 后 者 极限 分 布 的 方差 . LHS 和 简单 的 随机 抽样 的 极限 
分 布 方差 分 别 为 | | . 


/ ræ) dF) 3 / h(z) dF (m). 


因此 ， 从 数值 积分 的 观点 ， LHS 及 其 改进 OALHS 属于 蒙特 卡 
罗 积 分 的 方差 缩小 技术 . 在 第 二 章 ， 我 们 曾 指出 ， 对 有 界 变 差 郴 
数 的 积分 , 着用 οἰρ δε, HRA RETA On! logn) 因此 我 们 
可 以 期 望 NTM 在 研究 电 算 试验 设计 时 ， 将 具有 重要 作用 . 最近 
方 开 秦 与 朱 力 行 (1992) 握 出 了 所 谓 的 均匀 随机 设计 (uniformly 
random design). 15,3} URD, 在 此 Var{h) = O(n-?1og?* γι), 54 s AR 
很 太 时 ， 这 结果 大 大 改进 了 LHS 5 OALHS HAMAR. URD 
的 程序 如 下 : . 

步骤 1 HEED nH s, 查 到 生成 矢量 (ni has Lh, 产生 
gip 集 (a, k=l enh 

νο 用 蒙特 卡 罗 方 法 生成 n iid MIRE u,- -- un, 
其 中 每 个 均 在 (-1, D” 上 均匀 分 布 . 命 

= = +>, ο... (5.6.14) 

SW (αι, k — 1,---,n)] 就 是 欲求 的 URD. 

下 面 的 结果 表示 ， 一 般 说 来 ， 五 不 是 五 (Pa()) 的 无 偏 估 计 ， 
但 却 是 渐 近 地 无 偏 ， 且 有 收敛 速度 O(n log? πι). 

定理 5.3 假定 μα) HARRA. 
δ” μία) 


| 6. 
δε. SC (5.6.15) 


ARR SUBCISIBUT. C. ΑΝ 为 自然 数 的 无 穷 子 集 到 


Pa = (a ... a), ne N 
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为 R° 的 集合 序列 满足 Din, Pa) = O(n log’ n) (η — oo). Mt 
计 

r _ l Q0 

ha = = » Αα!" (5.6.16) 


渐 近 无 篇 ， 此 处 fal, ¿= 1,--- ny 为 在 基于 Pa E URD 
集合 。 进 而 言 之 ， 我们 有 


|ñ, — E(h(z))| = O(n-! log" n), (5.6.17) 
| Eh. 一 E(^(x))| = O(n! log? n), (5.6.18) 

δὲ 
|b, — Eh,,| = O(n7!log n). (5.6.19) 


证 é F(r)X U (CY {8 edf 


Lon " 


1< ^ s 
Ρις) =~ Sor {ay <y}, vyeR. 
k=1 


ft v(h) 为 在 Hardy 与 Krause E YF h m acide (82.1). [Η ἀκ 
(5.6.15) AT AI v(h) < 2*C. Hj 


ai - E) = | f κω) ar. = | κ ary) 
Sv(h) sup |P, (g) — F(g)| 


<2°C sup [IF — F(w)| 
—QO(n ! log" n). 
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另 一 方面 ， 我 们 有 
- τς ' dn n 
Vin = hals g 3. supo jap) - Mai ) + wg /2n)| 


(rey pal) 
< EE, Ey te”) - Mal” +w /2n) 


< Cin. 


故 得 (5.6.17). 从 而 (5.5.18) 及 (5.6.19) 亦 得 证 . 
JE, RATA 21155] Var (hn) 及 h, SIS EST: 
定理 5.4 在 定理 5.3 相同 很 定之 下 ， 我 们 有 


Var (An) = O(n 2 log?* n) 


MSE(R) = E(h, — E(h(z))* = O(n? log” n). 


esr a] ELE JS FES A AAT (1993) 中 找到 更 详细 的 讨论 . 
习题 


5.1 用 gp 集 产生 两 个 均匀 设计 表 U, (13125 和 Us (189). 
5.2 证 明 


f € 一 = In(2sin(zz)))de = 1. 


5.3 利用 MINTTAB 中 最 优 回 妇 子 集 的 程序 到 表 5.7 的 数据 ， 找 
出 适合 例 5.2 的 同 归 模 型 并 与 (5.3.6) 相 比 较 . 

5.4 有 证明 αι 和 ψι DIREA A (5.4.9), 你 能 对 xz。 和 和 名 给 
出 类 似 的 公式 吗 ? 

5.5 设 有 四 个 因子 A B.C. D, APF ATA ΠΚΕ A, Az As, 
Aa, Bi, +--, DT. 利用 La (35) ( 表 5.18) 给 出 试验 方案 . 
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3* 5.20 LI16f45) 


No 1 2 8 4 5 
1 1 H 1 1 1 
2 1 2 2 2 2 
3 1 8 3 3 3 
4 1 4 4 4 4 
5 2 1 2 3 4 
6 2 2 1 4 3 
7 2 3 4 1 2 
8 2 4 3 2 1 
9 3 1 8 4 2 
10 3 2 4 3 1 
11 a 8 1 2 4 
19 8 4 2 1 3 
18 4 1 4 2 3 
14 4 2 3 1 4 
15 4 3 2 4 1 

4 1 3 2 


= 
th 
i 


5.6 将 练习 5.5 的 试验 点 变换 到 C b. RHE. 
5.7 tr A= (a5) 为 一 个 nxs UD- Sit ge R X Xy 015 hg 
BE (定义 5.1). 试 回答 下 面 问题 : 
(a) 斌 证 及 与 苹 的 样本 均值 为 IER, 与 l. 
(b) REA 5 X 的 每 一 列 的 样本 方差 为 OGY Ἢ ndi 
(ο) f S= 2K, - 211 Χ. 试 证 tr (S) = 55 — 45). 
5.8 给 出 (3.4) 单纯 形 格子 点 设计 的 试验 点 ， 
5.9 对 四 维 情形 给 出 单纯 形 重 心 设计 的 设计 试验 点 . 
510 34 s 3 时， 由 MSE 准则 求 册 改进 的 轴 设 计 和 相应 的 d. 
5.11 对 标准 正太 分布 MOL) 产生 一 个 由 17 点 组 成 的 拉丁 超 
x EE A. 
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SAR 在 统计 推断 中 的 一 些 应 用 


统计 推断 主要 包括 估计 理论 和 假设 检验 ， 本 章 我 们 将 介绍 
NTM 在 统计 推断 中 的 一 些 应 用 ， 其 中 包括 多 元 分 布 的 参数 极 大 
仆 然 估计 ， 均 值 矢 量 的 稳健 估计 、 多 元 正 态 性 检验 和 分 布 的 球 性 
fue. 在 最 后 一 蔬 ， 我 们 提出 一 个 算法 用 以 在 Stiefel 流 型 上 产生 
NT-net, 它 可 以 应 用 于 投影 寻 踪 法 . | 


86.1 MAMMA 


设 总 体 分 布 为 F(z8,.,zc 让 ,分 布 参数 站 EE Oc Rs, W 
αι". ,ZN 是 来 自 该 总 体 的 一 个 样本 ， 通 过 样本 我 们 要 司 计 参数 
0 5k 0 dide. 在 83.3, 我 们 曾 介绍 如 何 用 SNTO 来 求 一 元 分 布 
6 的 MLE, 该 方法 也 可 应 用 到 多 元 分 布 ， 这 时 我 们 仅 以 畏 妹 分布 


”为 例 ， 


FCO) 是 一 个 精 球 分 布 ， 若 它 存在 密度 ， 则 必 有 形式 
g(z,8) = | det E[ Σλίίς — μ) Σα — a), (6.1.1) 
其 中 6= (ayl e RPE Ë px p BE, D> 0 (92.9). 不 和 失 -- 般 
性 ， 我 们 可 以 假定 三 是 分 布 犁 协 差 阵 FAR. Kota 与 其 启 宏 
(1990) 82.6). $ m «zw 为 来 自分 布 {6.1.1) 的 一 个 样本 ， 其 似 
RAR 


N 
LE) = |detZ|7 3 T E h((e; -- μγἙ-' æ — a). (6.1.2) 
imi 
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AX in fib R.P E LGE 达 极 大 ， 或 使 对 数 似 然 函数 
N 
(s E) = — log | det B| + Ὁ log(h((@: --μ) Σ΄ (n; --μ))). (6.1.3) 
i=l 


达 极 大 . 一 般 来 讲究 和 另 没 有 解析 和解 ,只 有 少数 情况 有 解析 解 ， 
例如 ， h() 为 指数 函数 ， 相 应 于 正 态 总 体 ， 因 此 ， 我 们 需要 用 数 
值 方法 求 它 们 的 近似 值 . 

设 导 为 正定 阵 ， 它 只 有 pp + 1)/2 个 独立 元 ， 因 此 直接 对 也 
x du) 的 极 大 值 并 不 方便 ， 于 是 我 们 推荐 用 Cholesky 分 解 


Στ L, 


其 中 L E Cholesky 根 ,是 一 个 上 三 角 阵 , 其 对 角 元 素 为 正 . I] 
BA SA 工 之 间 是 一 一 对 应 的 , 上 的 独立 元 个 数 塌 是 p(n+1)/2. 
因此 , 我 们 可 将 Liu, E) 表示 为 L(a L), Ai max,s L(a Σ)-- 
max, L. (B.L). 25488, 1(μ,Σὴ 用 Lgs D) RAE. Ale AE 
hg kE [ii TE 


it ᾿ (6.1.4) 


1 Ν , 
WoT ο 


3 


S = 


我 们 可 以 确定 一 个 初始 区 域 ， 以 便 使 用 SNTO ($3.3) c£ a M È 
的 MLE. At, RAH FORA Ra AD MLE 的 近似 
fü. 

第 1 步 ” 由 (6.1.4) 计算 样本 均值 让 = (51,… ,Fp) 和 样本 
协 差 阵 8. | 

第 2 步 ” 求 号 的 Choiesky 根 五 , 即 


S= HL, 
此 处 五 = (9) 为 上 三 角 阵 ， 其 对 角 线 元 素 为 正 . 
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第 3 步 "€ = @,--- δρ, ταν lp σοι "ο. dap, »ἔρρ)᾽ 
根据 在 (6.1.1) 中 ἡ 的 性 质 ， 取 一 个 正 向 量 cE REM? RR 
定 一 个 初始 区 域 DO = pO —ev +a. 

第 Δ: URP SNTO Æ DO ΕΣ Ln, D) 5ὲ L(a, L) 的 近 
IDEE E M* 和 相应 的 极 大 值 点 加 = (过 νι)”: DI μπι 
Zi MLE 可 以 从 vw 用 如 下 方式 获得 : Απ Ην 的 前 p 个 分 
EAR he 的 其 余 元 素 组 成 一 个 上 三 角 阵 Ft, 组 成 的 方式 是 
通过 wo AL, 之 间 的 同样 对 应 关系 ， 出 


F = (EYE 
E D EMEK DUNS t- 


例 6.1 由 统计 模型 ， 我 们 在 多 元 t 分 布 Mis(5, Μι, Ὁ) PE 
成 一 个 大 小 为 500 的 样本 {αι}, 此 处 


L0 05 03 
μ-ο 及 B=[05 10 02]. 


03 02 10 
似 然 函 数 为 


500 一 . ae 
πο [] (1+ ο... 


i=l 


其 中 C 是 正则 化 常数 ， 删 去 常数 CR, ΜΑΚΡΑ ἕν πὶ πα πῇ δὲ Χὶ 


#00 
ij.) = —250| 4615] -- 4 Σ᾽ (1+ m — AE "αι — p) 


样本 均值 矢量 与 样本 协 差 隆 为 
—0.0661 1.7162 0.8318 0.4567 
= | 0.0626 及 S=] 0.8318 1.5923 0.2680 |, 
0.4567 0.2680 1.6053 
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对 应 的 --[{ᾱ, 5) 之 值 为 1042.1. 在 SNTO 中 到 n, = 159,053, n> = 
100,063 及 e = (L,-..,1)', 适用 上 述 程序 ， 我 们 求 得 只 与 五 的 
MSE 如 下 : 
| ὡς) _ | 1.1681 0.5712 os) 
B= | 0.0765 及 X= | 0.8712 10356 03411]. 
—0.0324 0.3451 0.2411 1.0042 

这 时 —1G@i, 3) = 1040.4 < 1042.1 = —1(#, S). 由 SNTO BRM 
与 其 他 方法 得 到 的 结果 是 符合 前 ， 

现在 我 们 来 考虑 & 与 号 的 假设 检验 ， 命 Q 表示 人 参数 空间 
(μ.Σ) 并 考虑 假设 


Ho : £2, ü 
0 (a. Z) εως (6.1.5) 
Hy : (p, E) € ffo, 
WE Ho KHAR He HE ΠΙᾺ 
X. Dw L(a E) | (6.1.6) 


^ maxo L(a, È) 


其 中 OLGAQE)) 是 似 然 画 数 (6.1.2)， 分 子 和 分 母 可 分 别 用 SNTO 
求 得 ， 然 后 A 的 值 可 以 和 检验 的 其 近 临界 值 比较 . 

车 总 体 的 分 布 不 属于 椭 球 等 高 分 布 类 , 我 们 可 以 用 类 似 的 方 
法 求 得 极 大 似 然 佑 计 和 似 然 比 统计 量 ， 


$6.2 均值 矢量 的 稳健 估计 
所 谓 的 参数 稳健 估计， 是 当 总 体 分 布 有 挑动 时 ， 它 具有 居 计 


的 稳定 性 . 例如， 设 X... ἄν 是 来 自 正 态 总 体 Νίμ, σ2) 的 一 
MEA. IBA μ WH fait eR a 


1 yx. 
i=l 


X= 


2] 
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Aun ESRB, Bg un uti Waj 3 A NE, Mth 
PRX 有 大 的 偏 善 . 9 Xa) < ΧὨ Eo € ἄν 是 样本 的 顺序 
Sit. Wait 


_ 1 N-k 
XG) = WOE Σ Xo 
i=k+1 


(k—1,2,--,k < N/10) & p -AER ERRER 
信 影 响 ， 具 有 好 的 性 质 ， 因 此 Χω 是 一 个 稳健 估计 我们 也 可 
用 样本 中 位 数 


Am = X ay = N 为 奇数 ， 


作为 & 的 稳健 估计 
一 元 捕 形 的 稳健 估计 已 为 许多 作者 所 研究 ， 如 Tukey (1960), 
Huber (1964, 1972, 1973), 和 Andrews 等 (1972). α- 截 尾 均 信和 和 中 
位 数 是 位 置 参数 最 流行 的 稳健 估计 , 其 思想 可 以 用 不 同 的 方式 推 
广 到 多 元 情形 . -例如 Bickel (1964), Gentleman (1965), Gnanade- 
sikan (1977) Hampel 等 (1986) 及 Rousseeuw 与 Leroy (1987). 我 
们 在 此 介绍 Rousseeuw 与 Zomeren (1990) 推荐 的 一 个 著名 方法 . 
这 一 方法 称 为 椭 球 最 小 体积 估计 法 (MVE). 命 n, ,zw 为 取 
自 一 个 s 维 总 体 的 样本 . 我 们 欲 用 一 个 列 矢 量 让 及 一 个 sxs 方 
BE V RHE mM “ΠΑΡ Ἢ “ACRE” (Scatter). MVE 定义 为 一 对 
(i, V) 使 得 WV 的 行列 式 在 下 面条 件 下 达到 极 小 : : 


#{i: @ - BV m 一同 « αἲ} h, 


此 处 上 = (UN + s + 1)/2], 其 中 [z] 表示 z 的 整数 部 分 ， 当 我 们 希 
望 数 据 的 大 部 分 来 自 正 态 分 布 时 ， 固 定常 数 a? 可 以 取 作 X25o. 
关于 MVE 的 稳 键 距离 定义 为 


RD, = jæ: —BV m --β ᾿ (6.2.1) 
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然后 我 们 可 以 计算 一 个 加 权 平 均 


Ν ΤΙΝ 
Μι Ξ (£e) y +; (6.2.2) 


i=l t=1 


及 一 个 加 权 协 差 陈 


Ν UON 
V, = (3-1) Y (αι -- βι)ίαν — B.Y, (6.2.3) 
i=1 i=] 
HAL IMAL w: = wil RD) 依赖 于 稳健 距离 . 
关于 MVE, 有 两 个 渐 近 程序 , 一 个 是 Gasko 5j Donoho (1982) 
程序 的 变 体 ， 称 之 为 投影 程序 . 对 于 每 个 是, 考虑 
` 
uy = max iria — L(zjo, ENG) / Sn, --- nha) (6.2.4) 
其 中 工 与 5 为 一 维 MVE 估计 ,它们 的 计算 方法 如 下 . 对 于 任 一 
组 数 z < z; Xo < zw, BEB za— 21, Zp4i 一 22 ZN 一 ZN 一 R41 
的 最 小 者 , 用 以 确定 这 组 数 最 短 半数 . 如 果 zj 一 z;_n+1 最 小 , ἈΠ 
LA z; 5 ση μι 之 中 点 , 即 Lln e zN) = (z; 4+ 25-041) /2. X 
S 为 这 西点 之 长 度 Slt, xw) = e(N)(z; — αφ ει), 其 中 e(N) 
是 修正 常数 ， 它 依赖 于 样本 之 大 小 . 注意 (6.2.4) 就 是 (6.2.1) 中 
RD, 的 一 维 形 式 . 过 去 很 难 对 于 所 有 方向 @ 来 计算 u, 往往 建议 
Rea Ahem, ἐ--1,..: N, m= | 中 点 x71,… ,中 点 ws 
1<7EN 1&j€N 
显然 仅 仪 取 这 些 方向 是 不 驶 的， 而 用 如 ,上 的 一 个 NT-net, 我 们 
就 可 以 用 NTM 来 计算 wy. f 
进而 言 之 , . 投影 与 o- 截 尾 均 值 还 司 以 启发 用 球 上 的 NT-net 
得 到 一 个 新 的 位 置 的 稳健 估计 ， 对 于 & 汽 染 模 列 , 我 们 给 出 一 些 
AF. f 
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考虑 如 下 的 ε- 污染 模型 
(1— ε)Νρίµι,Σ) 十 £N, (go, Ὁ), By F ks, (6.2.5) 


这 里 5 是 一 个 小 的 正 数 . VEI] ME (6.2.5) 中 抽出 一 个 样本 和 9,…， 
αν. 这 表明 在 样本 中 有 些 观测 值 被 污染 了 ， 我们 要 估计 原来 的 均 
il tw. 对 任意 ce € U, > file) = mi/lles.l|, i=1,.…,N. fie) 
EHB p / ει 达到 其 极 大 值 的 机 会 比 其 它 尾 何 方向 要 多 ， 记 住 
这 个 事实 ， 我 们 提出 如 下 的 办 法 ， 

E { = 1,--- , 7} 大 U, 下 的 一 个 NT-net. Hen = 
i 二 1 后 对 每 个 上 特 (eu) 排序 


Ekik) X €k(k.) < ' `" S Eh)! k=l, γπ. (6.2.6) 


EMH mw = [Νε] RUTH. RT OR 


N 
ek 一 > Ék(k;) k=1,::: ,m, 
j=nı+1 


我 们 建议 μι TB 
1 N 
îr = N-n. ΣΡ T ko(koj)s 
g=n +1 

其 中 ko 满足 ero maxi ex. 

XXI EHI TIE. BoA Bentler (1992) 所 建议 ， 
是 类 似 于 一 元 情形 的 = 截 必 均值， 并 含有 极 大 似 然 的 思想 m 
RK, AP AREER TRS AES SHH MRS Mit. 在 下 
面 的 例子 中 ， 读 者 将 会 看 到 上 述 方法 的 确 改 进 了 通常 的 估计 去 

例 8.2 用 统计 模拟 方法 由 模型 (6.2.5) 中 获得 一 个 大 小 为 30 
的 样本 如 下 , 其 中 = = 0.1, py = (~1-584, 7.350)’, #2 = (4.496, 1.509)’. 
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Xi AQ _ | 0 X3 21 Xa 


—1.801 6.358 — 3.474 8.331 —8.394 7.867 
—0.114 7.783 —1.116 6.246 2.6085 6.056 
—0.685 6.058 — 1.66686 7.237 —2.601 2.TT5 
—1,283 7.748 —6.087 6.966 —2.179 7.016 
—1.315 7.697 —-0.910 6.954 —2.655 7.506 

0.141 6.220 (0.391 8.110 —1.571 . 7.043 
—0.702 7.980 —1.640 6.108 | —2446 6.348 
—0169 τθδτ agg8 7.053 4.123 —— 1.284 
一 1.466 5.547 —0.563 6.639 4.675. — 0.168 
一 1.256 6.684 -1.875 ^ 5.828 - 3.508 1.900 

通常 的 样本 均值 为 


& — (- 0.877, 6.451Y, 
利用 180 个 投影 方向 ， 新 的 估计 为 
&p = (—1.434, 7.045)" 
注意 距离 diu, 3) — 1.309, d((gj, dp) = 0.116. REI Es 
it &. ^ 
为 了 确认 结论 的 可 靠 性 ， 我 们 让 让 和 uo JA— TES S 4k F 
随机 地 产生 ， 并 重复 上 面 的 过 程 20 次 ， 相 应 的 Do = ἁίμι, 5) 和 
D; = dim £r) VT XX 6.1, 结果 表明 在 大 多 数 情 形 下 Do H, D, 大 
1845. 
SRI ESP Ας 40 和 50 的 情形 , 我 们 获得 相同 
的 结论 ， ER 6.1 的 最 后 一 列 列 出 了 D = dün / lp ||, μο/]|μο||) 的 
秆 模拟 结果 还 指出 ， 当 D 较 小 时 Do 和 D, RMR. AY 
DRAKA. BER κ, [dU μι 1 p. BH μι A ee E ABIE I 
该 法 十 分 有 效 . 
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表 61 Do, Dr MD 


Ρο Dy D 
0.101 0.063 0.078 
1.477 ~ 0.007 l 2.757 
0.853 . 0.227 2.771 
0.693 0.072 1.087 
0.593 0.015 1.835 
3.901 0.034 f 3.328 
D.497 0.278 . 0.007 
1.801 0.014 3.143 
0.047 | 0:016 0.032 
1980 0.147 3.145 ? 
0.128 f 0.058 3.062 
0.331 0.002 2.906 
1.469 0.051 3.998 
0.247 0.003 ` 0.815 
0.170 0.104 0.514 
0.534 0.072 3.241 
0.308 0.288 0.583 
0.255 0.043 0.460 
1.481 I 2.001 0.009 
1.389 0.000 3.993 


863 多 元 正 态 性 检验 (1) 


在 过 去 的 几 十 年 中 ,检验 多 元 正 态 性 已 受到 极 大 关注 ， 癸 如 
Mardia(1970, 1971, 1974, 1975), Malkovich 5j Afifi (1973), Hensler, 
Mehrotra 与 Michalek (1977). Cox 与 Small (1978), Gnanadesikan 
(1977), Bera 与 John (1988), Baringhaus 与 Henze (1988), Csórgó 
(1989) Æ Horswell 与 Looney (1992), 形成 了 大 量 文 献 . [Hun 
下 没有 一 个 方法 论 为 大 多 数 人 所 接受 最近 受 Malkovich 与 Afifi 
(1973) Æ Machado (1983) 的 影响 , Jr JESE,, BAS Bentler (1992) 
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利用 了 SMM 和 数论 方法 提出 了 另 一 方法 . 众所周知 ， 一 个 
p 维 随机 矢量 = 遵从 多 元 正 态 分 布 当 且 仅 当 对 每 个 ce Ree HE 
从 一 元 正 态 分布. 不 失 一 般 性 ， 可 以 候 定 οἱ -- 1 Mee U, E 
我 们 能 找到 一 个 “最 坏 的 ”投影 方向 οὐ. 则 检验 多 元 正 态 性 就 等 
价 于 检验 de ESHE H lesk 二 1,… n) 是 U, 上 的 一 
个 NT-net, 则 (e) 中 的 最 坏 方向 e" 应 当 接近 于 ευ. 因此 检验 多 
元 正太 性 就 近似 于 等 价 检 验 em 的 一 元 正 态 性 , Bl 


Ho: s 遵从 多 元 正 态 分 布 
H: w WA 3E£3GIE28 3 fi 


(6.3.1) 


+ : 
Ho: ee Up, de WAERT (63.3) 
Hi: 对 某 ce Unde 遵从 非 正 态 分 布 
—M- 【近似 等 价 》 
Ho: ce 遵从 正 态 分 布 1 < k < n, 


| (6.3.3) 
Hi: WE k, dx GHUA ETE A | 


Ho: ε"ᾱ AESA 

Hi: ew 遵从 非 正 态 分 布 
有 许 老 方法 可 以 检验 一 元 正 态 性 ， 利 用 3 74825 和 峰 六 来 检验 
正 态 性 是 流行 的 方法 之 一 , 尽管 它 不 是 最 好 的 方法 . 念 Xoro, Xn 
是 一 个 样本 ， 则 样本 偏 态 和 峰 态 定 习 为 


| ca DU NELZ 
Sk= X S (αι - X) / P>: 


= EN γα 
=VNS Αι - Xy / Σία. - ΤΡ 
1-1 ` t=1 
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Ku- D» x [x Yu - mj 


ο - xy δα. zu -- 8, 


其 中 X 是 样本 均值 ， 其 临界 值 可 以 在 Pearson 与 Hartley (1986) 
的 著作 中 找到 . 
令 Sk(b) 和 Ku(b) 分 别 是 (Ez; i = 1,---,N} 的 样本 搞 态 和 
FEARS AS, BD 
JN $ We; - yay 
Sk(b) = — (6.3.4) 
| Σ Θα, — va) | 


j=l 


N $ Qs; να - 
-二 3 (6.3.5) 


2 1 
b S (δία; — va 
j=1 
其 中 五 为 样本 均值 .最 坏 的 方向 如 可 以 视 为 


Sko) = pmax |Sk(8)| = max |Sk(b.)] 


Ku = 


" . 

Kub) = max Καθ)! = max Κα). 

2 (b. k = le ,R) 是 U, 上 的 一 个 N'T-net, 因此 ， 当 T 大 时 统 
计量 

Sk = max|Sk(B)] 


Kttmax = max Kb, (6.3.6) 
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和 分别 接近 于 Skibo) 和 Κιίδο), 从 而 可 以 用 于 检验 多 元 正 态 性 . 给 
定 显 著 性 水 平 z, PARRA l 
Skmax > Skla) 或 Kumas > Ku(a). 


对 p= 2,3,4,5 JH S RECS IRE ΗΑΕ ΚΑ Ίν, Æ 6.2 6.3 ἐπ TY 
α = 1% ἈΠ = = 5% 的 Skia) M Kula) HAR, 计算 是 用 随 
机 模拟 ， 样 本 六 小 为 2000 时 的 结果 COT ITS. BAAD Bentler 
(1992)). 

下 面 的 合子 有 助 于 说 明 使 用 上 面 的 方法 ， 

例 6.3 该 例 来 自 于 中 国 1976 年 制定 男人 服装 标准 的 问题 ， 
数据 为 测量 人 体 (cm) 的 12 个 部 位 : 


Xy FEE X BRK Xs: 胸围 Xa: SB 
Ay BUR Xe: WHR Xe: FRR Xs: ΒΒ 
Xo: “ΠΤΙ Xo: FRR Xu: BR Ayo: 等 围 - 


为 了 说 明 方 法 的 使 用 ,这 里 仅 瓜 取 了 部 分 数据 给 出 一 个 大 小 为 
100 的 样本 NR ἘΠΕ Bentler (1992)). 每 个 度量 的 样本 
18 ek ds PO AS X64, 结果 表明 ， 除 Xa 以 外 每 个 部 位 的 
大 小 均 可 认为 来 自 一 个 正 态 分 布 . 如 果 我 们 的 兴趣 站 于 检验 部 分 
部 位 度量 的 款 元 正 态 性 ， 人 例如， 检验 m = (Xi, Xs, Xa, Xio i2)! 
的 多 元 正 态 性 ， 用 (zí = 1,… ,100} AFAR ROSA, FEB 
111 FPR: 

51; 选择 投影 方向 数 n = 932， 这 里 我 们 用 生成 矢量 
{932:1, 116,288,314} 在 上 产生 932 个 方向 ex 组 成 gip di. 

9B 236 计算 {dai =l, 100} = 1,--- ,932, 共 932 对 
FARRAR AIA, FIORE EAA RRA E 

Skinag = 0.7293, — Kunsa = 10941. ` 

因为 5kmax 和 Kunar 均 分 别 小 于 天 6.2 RISE 6.3 中 的 5% 的 临界 
E, RRITA £= (X1, Xs, Xs, X10, Xi) BM BEARS 
35. 
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3 6.3 Skmox Ë 5 ü . κλπ“ sn s PL g P(S 


Amas > SMa))= a 


样本 太 小 596 156 均值 LI f: 
p =2 
30 1.136 1.450 0.630 . 0.273 
40 1.022 1.307 0.570 0.245 
50 0.924 1.181 0.518 0.220 
60 0.842 1.074 0.475 0.200 
70 0.776 0.985 0.440 0.183 
80 0.727 0.915 0.412 0.171 
90 0.693 0.863 0.393 0.163 
100 0.676 0.829 0.382 0.158 
p=3 
30 1.407 1.717 0.883 0.279 
40 1.266 1.540 0.738 0.245 
50 1.142 1.387 0.724 0.223 
60 1.037 1.258 0.662 0.201 
70 0.949 1.152 0.610 0.183 
Bü 0.880 1.071 0.570 0.170 
g0 0.829 1.013 0.541 0.160 
100 0.796 0.979 0.523 D.155 
ΓΕ 
40 1.428 1.702 0,960 0.246 
80 1.303 1.550 0.882 0.223 
60 1.191 1.416 0.813 0.203 
70 1.094 1.299 0.752 0.185 
80 1.011 1.199 0.701 0.170 
90 0.943 1.117 0.658 0.157 
100 0.888 1.053 0.623 0.147 
110 0.848 1.005 0.598 0.139 
120 0.822 0.975 0.581 0.134 
p =5 
40 1.540 1.843 1.097 0.245 
50 1.407 1.675 1.065 . 0.221 
80 1.288 1.527 0.021 0.200 
70 1.185 1.898 0.853 0.181 
80 1.098 1.288 0.793 0.166 
90 1.025 1.197 0.743 0.153 
160 0.968 1.126 0.703 0.143 
110 0.925 1.074 0.674 0.137 
120 0.899 1.042 0.855 0.133 
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48 6.3 Kumax 的 均值 、 FEME ΠΊΝ P(Kumax »Κιία))Ξ α 


RKO 5% 1% 均值 标准 基 
p =2 
. 30 2.281 3.684 1.150 0.597 
40 2.096 3.371 1.058 0.549 - 
50 1.932 3.081 0.977 0.505 
60 1.788 2.816 0.907 0.466 
70 1.663 2.574 0.848 0.431 
80 1.559 2.357 D.801 0.40) 
90 1.478 2.163 D.764 0.373 
100 1.411 1.993 0.739 0.351 
P = 
30 3.342 4.759 1.850 0.827 
40 3.051 4.354 1.523 0.743 
50 2.704 3.991 1.410 0.671 
60 2.571 3.671 1.313 0.810 
το 2.384 3.394 1.231 0.561 
80 2.231 3.159 1.164 0.524 
90 2.113 2.967 1.112 0.498 
100 2.029 2.818 1.076 0.484 
| ρα 
40 3.901 5.455 1.995 0.943 
50 3.582 4.995 1.855 0.861 
60 3.295 4.585 1.729 0.787 
TO 3.039 4.227 1.617 0.722 
80 2.816 3.919 1.520 0.666 
90 2.624 3.661 1.438 0.619 
100 2.465 3.453 1.369 D.580 
116 2.337 3.296 1.316 0.550 
120 2.241 3.189 1.277 0.528 
p =5 
40 4.491 6.183 2.479 1.058 
50 4.166 5.678 2.296 0.973 
60 3,866 5,224 2.132 0.894 
7G 3.591 4.821 1.984 0.823 
BO 3.342 4.468 1.855 0.758 
90 3.118 4.165 1.T43 0.701 
100 2.019 3.913 1.649 0.651 
110 2.745 3.712 1.572 0.608 
120 2.598 3.561 1.513 9.572 


# 64 FAME ARSE 


Be by i LES ie 
X, —0.13950 —0.18798 
Xo i 0.36731 0.09630 
X3 0.47527 0.10808 
X4 0.37394 —0.26673 
Xs 0.30296 —0.52081 
Xe 0.25955 0.15814 
Xr . 0.38965 0.80882 
Xa 0.03461 —0.45418 
Xa 0.03273 —0.54070 
X10 0.00703 一 人 小 52704 
Xu 0.67409 0.10105 
X12 0.47567 —0.31017 


Tid 32 8 REG], WH=TTRYBAS TES, 


后 两 个 则 为 非 正 态 的 . 


(X1, Xs, Xo, Xio} : Skmax = 0.6013, Kumax = 0.9395, 
(X1, Xs, X10, Xia] : Skmax = 0.7042, Kumar = 0.7886, 
(Xs, Xa, X10, Xi2) : Skinax = 0.7411, Kuga = 0.8843, ` 
X4, Xs, Xo, Xir}: Κω = 0.7776, Kune, = 1.484, 
(X2, X4, Xs, Xii) : Skaar = 0.2798, Kumar = 1.6158 


而 最 


例 6.4 $ z=— (Xi, Χα, Xs, Χα} 有 独立 的 分 量 ， 其 中 X; 和 ~ 
N(0,1), i = 1,2,3, log X i ~ N(0.1), BB. X4 有 标准 对 数 正 态 分 
布 . 利用 标准 的 模拟 技术 产生 10 组 样本 大 小 为 80 的 样本 ， 它 们 
的 δέκα. 和 Kumas 列 于 表 6.5. 表 中 左 一 半 上 只 考虑 X 的 前 三 个 
变量 ， 其 S&max 和 Kuna Hit ΑΣ T 377 个 投影 方向 ， 表 的 
右 半 部 是 考虑 全 部 四 个 变量 ， 并 用 了 507 个 投影 方向 . 39 6.5 的 
RAM, KT (Χι, Χα, Xs) 的 正 态 性 检验 总 是 被 接受 ， 而 关于 . 


(X1, Χο, X5, X4) 的 正 态 性 给 验 总 是 被 拒绝 - 


n 
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ssizep =3 


κος Ett 


1,4429 


6.6938 


Kumax 


结论 


0.6930 


0.8305 


8.020 


41.391 


4.992 


0.4736 


0.8955 


2.411 


30.364 


0.4943 


0.3676 
0.6105 
0.1775 


0.2989 


0.9091 


1.895 


0.8682 
1.0820 
0.7545 


1.0035 


> [> j> jp |> [> 


1.066 


1.786 


> |> [> 


2.635 


R 
R 
R 
R 
0.5875 0.9139 | 1.638 3.754 R 
0.8823 1.1531 2.188 5.137 R 
R 
R 
R 
R. 


A 2.387 


Ac 接受 R: 拒绝 


T.391 


3.234 


0.967 
2.805 
8.292 


6.885 


将 多 元 检验 化 为 一 元 检验 的 方法 , 在 经 典 的 多 元 分 析 中 称 为 
交 并 原则 (the union-intersection principle}， 近 年 来 ， 这 个 思想 发 
展 为 包 元 分 析 中 的 活跃 方向 投影 寻 踪 法 (the projection pursuit 


method, 或 PP method) (Huber (1985}). 


HA. 


# 86.6, 我 们 将 详细 说 


FR AA Ke (1991), 利用 一 元 的 Neyman 分 布 氢 合 检验 
(Neyman (1937)) Jti PP 方法 作 多 元 分 布 拟 合 检验 . 设 五 YN 
是 来 自 一 个 总 体 的 样本 ， 其 总 体 分 布 C RA RATIOS 
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~ (6.3.7) 


其 中 F(z) ABB. Neyman # DL ΒΑΝ 


3 
Kn = SEE | (6.3.8) 


i=} | j=1 


来 检验 假设 (6.3.7), 其 中 πο = lity, s Tn. 是 (0, 1) 上 的 一 组 正 


KSA, M | 
| πω [o FRA 
/ wily) stu) dy = Í L i=; 


KN((6.3.8)) KA Neyman 统计 量 , 可 以 证 明 , SERRA, M 
BN oo Ky RRA m 个 自由 度 的 卡 方 分 布 χι. 
FR a, tn 为 来 自 一 个 总 体 分 布 Ge) 未 知 的 样本 ， 我 


们 要 检验 . 
Ho : G =F, 


Hi i G = F, 
其 中 Ρία) ειτε PRR. + 


(6.3.9) 


E F.(z) = Fiat) 及 Gala) = G(az), | VacU, . 
Tl Neyman 统计 量 能 够 用 于 零 假设 
Hà : Ga = Fa, 


其 相应 的 Neyman 统计 量 为 


m 


K&- y p πι(ξιε;)) | 


i=l |j=1 


用 PP 思想 作 (6.3.9) 的 答 验 统计 量 是 


Ky = sup ΚἈΝ, 


llal1=1 
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它 称 为 PP Neyman 统计 量 . 李 国 英和 查 文 星 (1991) 找到 了 Kw 
的 极限 分 布 ， 而 ἄν 的 值 可 以 用 NTM 来 近似 计算 . 


86.4 多 元 正 态 性 检验 ΠῚ 


上 节 我 们 讨论 也 元 正 态 人 性 的 检验 ,本 节 我 们 继续 研究 这 个 
HE, 并 介绍 一 些 新 的 多 元 正 态 性 的 检验 方法 ， 它 们 基于 炳 ， 密 
Ehi REGEREN NIM, REHN. RAAS HAR 
(1993) 建议 的 . 

已 知 具 有 pdi pa) 的 s- 维 分 布 r) BS di 


H(f)- -上 人 log fs) d) (6.4.1) 


EL, HP D = (z: fle) > 0) 为 f E XH. ira 为 总 
ΑΕ 前 一 个 样本 及 Fy 为 它 的 经 验 分 布 ; 叉 命 了 为 用 某 个 非 参 
数 方 法 得 到 的 了 的 一 个 估计 . 则 样本 精 具有 形式 


Hy() -2 Y tcfte). (6.4.2) 


j=1 


M4» — 11, Vasicek (1976) 建议 用 最 近 的 邻 域 估计 作为 Ô: 


f(z) = x tuom) = Xi) 


" z€ [Xt-my XG +m)l, i=l N, . 
(6.4.3) 


此 处 Xapo o AX, An 的 顺序 统计 量 及 mm 为 一 个 正 
整数 作为 光滑 参数 ， 已 知 标准 正 态 分 布 N(0,1) ια. AT 


H(¢) = — / ” dog b(n) ἀδίώ) = š log(2re), 


tk é Ἡ © SHH N(0,1) 的 pdf 与 cà. 因此 当下 的 均值 与 
方差 为 0 与 1 时 ， 我 们 可 以 用 
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= Hw) — š 1og(2ze) 
或 


T* = | exp (Hy(F)) -- exp {5 log (2ne)}| = | exp ((Hw(F)) -- V2re)| ` 


作 正 态 性 检验 ， 这 是 因为 对 于 任何 了 上 有 H(f) < llog(2ne), 其 中 
取 等 号 的 充 要 条 件 为 f= é. 这 一 想法 可 以 类 似 地 推广 至 = > 1. 

假定 我 们 要 检验 假设 (6.3.1). 这 等 价 于 检验 假设 (6.3.2). 命 
z~ P(e) 并 有 二 阶 矩 ， 则 对 于 任何 ae R 有 


Ζ(α) = = ™ NỌ, 1), 
LEA μ-- E(z) RE =Cov (8). 给 予 总 体 F(z) 的 一 个 样本 $1,777 ΤΝ, 
我 们 可 以 求 出 样本 均值 矢量 地 及 样本 协 方 阵 V 5 Ζία) 的 一 个 
估计 
ας 一 ας 
aVa 
fr (62), (m) o) 为 wz aen 的 顺序 统计 量 . 则 δι(α), 
-, 页 由 他 ) 的 顺序 变量 nla) < Zo (a) <--- € Ζιγγία) RA 


Z(a) = 


Αγρα) = e» - ας 
类 似 于 Vasicek 的 想法 及 考虑 到 稳健 性 ， 朱 力行 ， 黄 开 林 与 方 开 
X (1993) 建议 用 


j=l, N. (6.4.4) 


b» p)N 
Ηνρία, f) = ECTS [Zu - Zu @)] } 


(6.4.5) 
作为 (2p)- REREH Ηρρία, f) 的 合计， 此 处 


bp 
Hy(a f) = 人 logfe(z)dFa(z),  . (6.46) 


= 
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fa 5j δα Ζ(α) M] pdt 与 cdf Bb 5 b-p Ζ(α) ps 
1 一 Dp 分 位 数 (quantiles). p 的 值 应 较 小 ， 例如 pg = 0.01. N(0,1) 的 
(8) 48 ΒΚ 是 


1 fh | 
H, = sf log é(z) dF (x), (6.4.7) 
BERL Z, 5 2... 38 N(0,1) i p B 1— p SPS. 用 2(e) 可 以 将 
假设 (6-3.2) 表示 为 
Ho: Z(@)~N(0,1), αεὖ,. (6.4.8) 
因此 我 们 推荐 Kolmogorov-Smirnov 型 统计 量 


TN) = sup [exp(Hnp(@/))—exp(H)} (649) 


与 Cramer-von Miss 型 统计 量 


TN, p) = f Ὃς {ex Hina ἢ) - epl) άν, (64.19) 


来 检验 (6.4.8), 其 中 ἄν Xm U, ERR. RAT, RARBG 
AAR (1993) 8Η FON, p) 与 Tx (n,p) 的 大 样本 的 一 些 性 质 ，- 
这 些 性 质 表 明 两 个 统计 量 T, (n, p) 与 To(n.p) RES. 

at {a,,k = 1, n) 为 Us 上 一 个 NT-net. Hn BA, MB 
W (6.4.8) n] ELSE HB as 2J 


Ho: Z(@)~N(O1), =I m (6.4.11) 
而 T(N, p) 与 To(N, p) 的 浙 近 值 分 别 为 
EX(N,p) = max |οκρί(Ηκνρίαι, f)) - exp(Hy)| — (64.12) 
与 


E(N, p) = = Y ζεκρ(Ηνρίαι, f)) — exp(Hp)P (64.18) 


i=1 
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4 N = 30 ~ 100,3 = 2 — 5 X a = 1%,5% 与 10% BJ, HARE 
T(N, p) 与 Ty(N,p) 由 表 6.7 task 6.8 SF 1. DHA IH el 
罗 模 氢 求 得 的 . | 


x 8.8 Skmax, Kumax, Ti, T2 ΣΕ 


zT ~ ΝιίΏ, Γι) 


2 4 = ΠΕΙ, Es Es, Ea} 1.00 0.94 1.60 1.00 
3 | 2 = (Xi,X2,X3, Xa} 100 096 100 1.09 
4 £ ον Mta(500 E) 0,00 0.02 0.08 0.06 
5 z ΠΒ} 0.00 0.00 1.00 0.88 


z = [οι, Gz, Gs, Ga} 0.90 0.68 1.00 1.00 
z = [B Bo, Bs, Ba} 
z = (Ns(0, L), Es] 
z = {Νο (0, To), Es, E4} 
z = (Ns (0, Is), xa} 


z= (Nz (0, Iz), xa. χα} 


0.76 046 0.98 1.00 


对 于 不 同 分 布 研究 Τι 与 Τι BR, ARTES 之 中 ， 此 
处 (Ei, Ez, Βα, Ee) 表示 Ey, LES 为 独立 的 , 且 每 一 个 缘 有 标准 
指数 分 布 ; (N3(0, 14), E.) 表 示 的 前 三 个 分 量 有 分 布 N0, T), 
且 与 有 标准 指数 分 布 的 E. 相 独 立 ， 对 于 其 他 分 布 也 有 类似 解 
E. Ap x 表示 县 有 自由 度 2 4 Chi AHH, C RA gamma 
分 布 G.(2,1), 及 B RAR beta 分 布 Be(3,2). Æ 6.6 列举 了 统计 
Ë Sk... Kuss TY(N p) 5 Τ2(Ν, p) 作为 出 较 ， 其 中 o = 5%, 
n—100 及 s—4. RAH T 与 T> H. Skwmax 5 Kuss 有 更 好 
ΚΕ, BER EAE 6.6 得 到 更 多 的 信息 . 
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Mear T(N, p) @ Ι 39 R, PUT. (N, p)> ΤΙ(Ν, p, 0))— a, p=1% 


d =2 n =180 f 
HERD a 10% 5% 1% 
30 1.312 1.395 1,578 
40 1.087 1.164 1.827 
50 0.806 0.866 0.997 
60 0.696 0.751 0.849 
το 0.642 0.691 0.776 
80 0.585 0.833 0.729 
90 0.562 0.598 0.669 
100 0.534 0.568 0.640 
d=3 n —233 . 
30 1.461 1.539 1.710 
40 1.229 1.285 1.451 
50 0.934 0.984 1,092 
60 0.791 0.836 0.938 
το 0.717 0.761 0.850 
80 0.667 0.702 0.767 
90 0.631 0.668 0,734 
100 0.595 0.620 0,679 
d=4 n= 266 _ 
30 1.5D3 1.572 1.680 
40 1.238 1.300 1.407 
50 0.967 1.017 1.143 
60 0.821 0.856 0.849 
ΤΩ 0.736 0.781 0.855 
80 0.688 0.723 0.802 
90 0.645 0.875 0.748: 
100 0.614 0.645 0.705 
d= n=440 
30 1.556 1.611 1.736 
40 1.296 1.347 1.480 
50 1.002 1.048 1.136 
60 9.851 0.901 0.982 
70. 0.771 0.820 D.902 
80 0.710 0.743 0.818 
90 0.668 0.697 0,762 
100 0.631 . 0.657 0.731 


= 6.8 T(N, p) 的 Wk FF 4. P( T>( N, 5)» To( N, P, a)= tx, p=1% 
d=2 n =180 
ΒΕ κ κ e 10% 5% 1% 
30 0.889 U.653 0.833 
40 0.369 0.419 0.543 
50 0.231 0.254 0.319 
80 0.155 0.172 0.212 
70 ; 0.128 0.141 0.176 
80 0.109 0.121 0.146 
90 0.097 0.107 0.127 
100 0.087 0.005 0.117 
d=3 n" -—233 
30 0:502 0.547 0.642 
40 0.325 0.352 0.409 
50 0.196 0.209 0.244 
60 0.136 0.144 0.165 
70 0.112 0.119 0.138 
80 0.097 0.103 0.119 
90 0.086 0.091 0.099 
100 0.078 0.083 0.084 
d—4 n =266 
30 0.482 0.509 0.552 
40 0.304 0.325 0.381 
50 0.184 0.195 0.214 
80 0.127 0.134 0.146 
70 . 0.105 0.110 0.118 
80 0.001 0.095 0.108 
90 0.081 0.084 0.091 
100 0.074 0.077 0.085 
d=5 n =440 . 
30 0.456 D.477 0.513 
40 0.203 0.305 0.328 
50 0.175 0.182 0.197 
60 0.123 0.129 0.138 
70 0.101 0.105 0.111 
80 0.087 0.090 0.095 
90 0.078 0.080 0.085 . 
100 0.071 0.074 0.079 


例 6.5 EA HT Μην AU Iris Setosa, Iris versicolor 与 
Tris virginica 数据 集 ， 后面 两 组 数据 常常 用 作 分 类 与 到 类 算 装 中 
的 例子 . 第 一 组 数据 则 被 Rincon-Gallardo 等 (1979), Koziol (1982) 
53 Csórgó (1989) 用 来 检验 多元 正 交 性 . Iris Setosa 数据 集 首先 是 
Anderson (1935) 收集 的 ， 而 由 Fisher (1936) 加 以 分 析 的 ， Small 
(1980) 用 偏 态 与 蜂 态 重新 检查 了 这 些 数据 后 得 出 结论 认为 它们 
显著 地 情商 四 元 正 态 : Royston (1983) 用 Shapiro-Wilk W 检验 
也 得 到 相同 的 结论 . 我 们 在 本 节 也 利用 这 组 数据 . 

Tris Setosa 数据 包含 了 50 个 四 元 观测 值 ， 这 四 个 变 元 为 : 


Xi: SHEE, Xy HEE, 
Xs: RHEE, Xy 花瓣 宽度 ， 


人 们 已 经 用 一 元 正 交 检验 法 证 明 葛 片 的 长 度 与 宽度 不 是 正 态 分 
布 ， 而 花瓣 的 长 度 与 宽度 是 应 态 分 布 - 

首先 我 们 验证 z = (Κι, Χο, Xa, X, 的 四 元 正 术 性.. 我 们 得 
到 Τι(δ0, 130) = 2.396 > 0.991 = 71(50,196,596) 及 Τε[5ο, 126) = 
0.7439 > 0.194 = 7(50, 2%, 5%). BEDA z TR JE TERIS. 1.5 Small 
(1980) 的 结果 是 根 容 的 . 其 次 考虑 2 的 某 些 子 集 的 检验 如 下 : 


{Χι, Χο: Τι = 0.8524, 75 = 0.2299, A (接受 ); 
{Χι, Χο}: qi = 1.7858, Tj = 0.4322, R (4848): 
{ Xa}: 71 = 3.4154, T; = 2.6100, R; 
{Χ2, Χα}; Τι = 1.4948, T; = 0.2794, R; 
(Xa, Χα}: Τι = 3.3753, T> = 2.3215, R; 
[Xa, X4) : T, = 3.3299, T, = 2.0559, R. 


[8 Τι ST, HRA RB X 5 X, 的 子 集 都 是 非 正 态 的 - 
建议 读者 对 于 于 的 三 个 分 量 组 成 的 子 集 作 同样 的 工作 . 
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86.5 球 性 检验 


“ 球 性 检验 ”可 以 有 各 种 合 义 . 给 出 多 元 正 态 分 布 N.(0,2) 的 
—P RA, αν. 我 们 要 检验 零 分 布 的 球 性 (定义 2.1), 它 等 价 
FRE Ho: E= IL, 在 多 元 分 析 中 , 这 个 检验 通常 称 为 球 性 检验 - 
”或 者 , 考虑 两 类 椭 球 对 称 分 布 : Zo = {Fa : Fe) 为 球 分 布 并 有 一 

个 pdf} RF, = (F(z) : P(e) ΕΛΗΞΕ BC 人 了 9 了) 并 有 一 个 
pdf}, 我 们 要 检验 球 对 称 性 ， 即 Ho: Fle) € Fo, Hi: Fe) € 7i, 
这 是 男 一 类 球 性 检验 (35 JT # 13 SK SR (1990) 85.5). 本 节 我 们 考 
虚 意 义 更 广泛 的 球 性 检验 ,给 出 一 个 s- E UB SX Ce), 我 们 
要 求 检验 球 性 假设 

Ho: G(x) 为 球 分 布 ， 

Hı: ο) 冯 非 球 分 布 . 
下 面 的 事实 是 方 开 泰 。 Kotz FREE ((1990) 定理 2.5 ) 指出 
的 : 

引 理 6.1 令 ze R° 是 一 个 随机 向 量 ， 则 z 遵从 球 对 称 和 分布 
当 且 仅 当 对 每 个 me U, 有 


adz Š Χι, : 


(6.5.1) 


这 里 X, 为 x 的 第 一 个 分 量 . 
注意 到 引 理 6.1, PB (6.5.1) BBA 
Ho: 所 有 a mac U,, 有 相同 的 分 布 ， 
Hi: 存在 BeU,, {δα 和 ixs 有 不 同 的 分 布 ， 
令 {αι, ttt ja] 是 U, 上 上 的 一 个 NT-net. 车 m 足够 大 ， 假设 (6.5.2) 
可 近似 为 ' 


- (6.5.2) 


Hò aa, i-1l,-,m,fjiaüle frag. . (6.5.3) 
i ΡΣ 


方 开 泰 ， 朱 力行 和 Bentler (1993) 建议 用 Wilcoxon 型 统计 量 来 
检验 (6.5.3). 对 给 定 0< k < l< m 考虑 一 个 二 样本 问题 : 


I: QE VAN. 


J; am, O GEN, 


Jp msc αν 是 来 自 总 体 的 一 个 样本 .这 个 二 样本 问题 的 Wilcoxon 
型 统计 量 {Serfliing (1980), 175 H) 是 


N N. 
Vins) = x5 δ. Mase: < alz;), (6.5.4) 


其 中 HA) AMRERK. FRM RTE 


f Ty = min [Viv (κ αι) (6.5.5) 
eel 
被 推荐 来 用 于 检验 假设 (6.5.3) 


剩 下 的 问题 是 求 得 Tw 的 分 布 . 当 N 和 πι BE, Bite 
氢 可 以 帮助 我 们 获得 分 布 的 近似 . 当 N 大 时 ， 可 以 利用 Tw 的 
极限 分布 ， 注 意 到 构造 Viv(ap,m) 的 是 两 个 相依 样本 ， 而 不 是 两 
个 独立 样本 ， 因 此 有 别 于 传统 的 二 样本 Wilcoxon 统计 量 . 当 aX 
EEX, HFR, RHITH Bentler (1993) 给 出 了 Tw 的 极 
E 限 分 布 如 下 : 

定理 6.1 设 G 是 球 对 称 分 布 且 原点 有 概率 ο. 则 行 随机 向 
M (VN(Vu(asm) — 1): a, La, 1x k < t< s) 收 伍 到 一 个 
s(s — 1)/2 AE BU IER Zn NO, V) HPV 的 元 素 由 下 式 给 出 


0, MEL δι, ETE E, 
1, k— Κι, (4h kék, I= h, 

Vk hi 1) = 当 TEE I 天 ki 1 (6.5.6) 
2, 当天 一向 Mish, 


— 1, “hel Bk ki = l. 
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我 们 看 到 {VN (Vn €m) - 1): 1< k <1 < s) 的 极限 分 布 不 
依赖 于 G.A m {Tw — 1) IRR AE BOR Τ G. 


定理 .6.2 在 定理 6.1 的 假定 下 ， 对 任何 实数 入 有 
Jim P | VN (ry _ ;) « aj 


Γκίκα 
kl 


-| min eiusd 


=1— Í «(T +2) - @(2) 6004s, 
-æ . (6.5.7) 
其 中 Yo Ya RM N(0 1/12), 相互 独立 的 随机 变量 ， @(-) 
和 φί-) 分 别 为 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 和 分 布 密度 . 
利用 定理 6.2, 我 们 能 对 G 的 球 性 设计 一 个 必要 性 检验 ， 因 
为 在 Ho 假设 和 下， 对 任意 。 个 正 交 方向 a1,… να, ΟΖ 有 相间 的 边 
际 分 布 ， 满 足 于 


P EX - Yx) < ^j = x (6.5.8) 
hai f 

的 临界 值 列 于 表 6.9. 上 述 定 理 的 证 明 由 方 开 素 ,、 朱 力行 和 Bentler 

(1993) 给 出 . 为 什么 我 们 称 这 个 检验 为 必要 性 检验 呢 ? 因为 在 Ho 

BET. G 在 任意 个 s 维 正 交 方向 有 相同 的 边际 分 布 ， 这 是 必 

Bee. 因此 ， 车 misi νο - Yp) > --λα, BE Ho 在 显著 性 


KF a FHE; BAR. 5 ms — Yz) < —Aa, Ë: 


设 并 不 真正 被 接受 . . 

现在 我 们 来 研究 V WES. 显然 ， 是 退化 的 ， 我 们 来 寻 
KV 的 特征 很 和 它 的 秩 . 下 面 我 们 首先 给 一 个 例子 来 说 明 V 的 
E RERE- MAR. 
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546.6 245 4, Η (0.5.6) REBA HY PERIERE V, 其 结果 如 下 : 


(1,2) (1,3) (1,4) (2,3) (2,4) (3,4) 


2 1 1 -1 -1 0 
1 2 1 1 0 —1 
1 1 2 ο 1 1 
V = . 
+ 1 0 2 1 -1 
-1 0 1 1 2 1 (6.5.9) 
ο 1 1 -1 1 2 


我 们 来 证 明 rank (V) =s 一 1 = 3,V 的 特征 根 为 0 BI 4. 注意 


(1,2) (3 (9 (Q3 4,44) (3,4 


2-2 1 1 -1 -1 0 

i 2—A 1 1 0 —1 

yn 1 1 2—A 0 1 1 
Ψ-λη- -1 1 0 2-λ 1 -1 
-1 0 1 1 2—A 1 

0 _1 1 一 1 1 2—A 


作 列 变换 (2,3) == (2,3) + (1,2) — (1,3), (2,4) 一 > (2,4) + (1, 2) — 
(1,4) 及 (3,4) = (8, 4) + (1,2) -- (1,4) 获得 ` 


(1,2) (1,3) (1,4) (23) (2,4) (3,4) 
2 


r 
-ᾱλ 1 1 -1 -ι 0 
1 2-A 1 1 ò -ι 
anos 1 1 2-A 0 1 1 
V-MICN 1 1 0 -1 d =- 
-1 O 1 1 -l 1 
ο -1 1 一 1 1 -~l 


然后 再 作 列 变换 (1, 2)— (1,2) T (2,3) . (2,4), (1,3) = (1, 3) + 
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(2,3) = (3,4) ER (1, 4) = (1,4) + (2,4) + (3,4) 获得 


(1,2) (1,3) (1,4) (2,3) (24) (3,4) 

4- λ 0 4-λ 1 -1 0 

0 4—À 4 一 入 1 0 一 1 

oa] 0 0 4—AÀ 0 1 1 

K- Alt =A 0 0 0 一 1 0 0 

0 0 0 0 —1 0 

0 0 0 0 0 一 1 
----λγ(4- AP 


利用 在 例 6.6 中 使 用 过 的 同样 技巧 ， 我 们 获得 如 下 的 一 般 结果 : 
2|38 6.2 对 s > 2, 11-19 € O(s(s — 1)/2), 后 者 为 

LD 阶 的 正 交 和 矩阵 集合 ， 使 得 
ονο-«(1ο' ο). © (6.510) 


ἘΠ BRA V-A] = κα i): 1< k << s) = 0, 
这 里 ww 有 人 为 列 向 量 . en HL στο 
ΕΒ}, MEE) 


(k, b = (κ 十 (1, k) m (1,4), 


AUS. HERI A-0072 提出 行列 之 外 ， 最 后 我 们 再 作 下 而 的 
列 变换 
i= 2, a! 
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E 
[V- MI = (—A)970672)/2(s — api, C1 


现在 我 们 来 讨论 如 何 应 用 上 述 的 球 性 必要 性 检验 . 首先 ， 我 
们 需要 随机 地 选择 s 个 相互 正 交 的 方向 和 ,… ,as, 这 等 价 于 产生 
一 个 随机 正 交 阵 台 使 如 在 O(s) 上 均匀 分 布 Bl U(O(s)). 下 节 我 
们 将 详尽 地 讨论 这 个 问题 . 

在 投影 方向 选 定 后 ， 要 计算 VN{Tw - 1) 的 值 ， 然 后 用 该 值 
5 a = 19, Ra — 595 WIA λα ΠΗ͂, ARF 6.9 (对 
3 < s < 10 的 情形 )}. 


表 6.9 λα 的 临界 值 


下 面 我 们 米 作 一 个 模拟 ， 一 组 样本 来 自 于 一 个 四 元 分 布 ,其 
分 布 密度 为 | 


r(10) 


(107? (5) (1-4 z'z/10)77. 


is H SCH ΕΘ ERE ES PADS A 200 的 样本 ， 再 产生 一 个 随 
机 正 交 阵 G = (@:,--- a4), 计算 Vu (aa)  νΝ(Τν — š). 在 
表 6.10 PRIME Ha, :ad V(5j) = Vy(aa;),1 < šj < 4, R 
¥200(Troo — 2) 的 数值 结果 ， 然 后 比较 /200( Too — š) = —0.4968 
和 Ao.o1 BÉ Ac.os, EIER 6.9 中 s=4 时 的 临界 值 ， 并 接受 样本 
来 自 于 一 个 球 对 称 分 布 的 假设 . 
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3 6.10 αι V(¿ 7) 49 


αι 0.81480 -0.19538 —— -0.01916 -0.54549 
a 0.23849 -0.00261 -0.85917 0.38990 
as 0.03868 0.95250 -0.11488 -0.27936 
αι 0.52654 0.23357 0.44251 0.68730 
ντι, ῃ 0.50000 0.46651 0.49595 0.46487 
VQ. ῇ 0.63349 0.50000 0.53314 0.49648 
V(3, ἢ 0.50405 048058 0.50000 0.47196 
νί4, ñ 0.53513 0.50352 0.52804 0.50000 
Too 0.46487 


进一步 ， 如 果实 际 问 题 严 格 要 求 分 布 是 球 对 称 的 ， 运 用 上 面 
的 方法 只 是 碍 一 组 相互 正 交 的 方向 上 进行 球 性 检验 是 不 够 的 , 这 
时 , 我 们 可 吸收 Bonferroni 多 重 比较 的 思想 , 即 随机 地 产生 ?个 
MIERE Gi,i = 1,… p PM p= 5. 然后 用 afp 及 hayp 作 
为 相应 的 新 显著 性 水 平和 临界 什 , 例如 a = 0.05,p = 5 时 ，ayp = 
0.01. & TO 是 相应 于 G, 的 统计 量 ， 这 时 用 于 球 性 检验 的 统计 
量 为 minl<i<p VN(Ty — 1). 当然 ， 研 究 mini cie, VN (Ty — 5) 
的 极限 分 布 是 一 个 有 兴趣 的 课题 . 


86.66 REFE 


6.6.1 投影 寻 踪 法 

术语 EE SE” (projection pursuit, PP) 最初 由 Friedman 和 
„Tukey (1974) 所 采用 . 而 由 Huber (1985) 加 以 全 面 讨论 PP 法 
是 通过 精 选 的 低 维 正 交 投 影 来 揭示 数据 的 结构 , 因为 我 们 不 能 直 
接 观 察 到 三 维 以 上 空间 的 图 形 ,在 实际 中 ,投影 将 投 到 一 维 或 二 
锥 空间 . l 

令 站 为 一 个 六 xp 观测 值 矩 阵 ， 其 中 卫 表 示 变 数 个 数 及 N 
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RRM. Wack, Xo 是 一 个 N 维 列 矢量 ， 它 是 原 
样本 至 方向 和 的 正 交 投影 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 总 是 假定 wa = 1, 
或 aE [i. € HETAZ oR- HER A KE, 
ᾱ Τα) = H (Xa) KA 投影 指数 (projection index). Hin, A 
$6.3 的 (esi aen) 的 偏 态 和 疾 态 是 两 个 投影 指数 .PP 法 是 
寻求 投影 方向 e 它 使 (a) 达到 全 局 最 优 ， 或 至 少 使 Ia) 达 局 部 
TL. 

主 成 分 分 析 (principal component analysis, PCA), 典型 
相关 分 析 (canonical correlation analysis) 以 及 相应 分 析 (cor- 
respondence analysis) 和 PP ERE. Gn, # PECA 
"B, Ia) 为 Xe 的 样本 方差 之 和 . 替 运 的 是 ， 在 这 些 方 法 中 我 们 
889 165116 Ι(α) 全 局 最 优 的 解析 和 解 ， 一 般 而 言 ， 我 们 必须 用 数 
值 的 优化 方法 求 得 TG) 的 最 优 近似 解 . 例如 Πα) 为 样本 生态 和 
ss (86.3). Bt Te) 在 U, 上 连续 ， 因 此 我 们 可 以 用 SNTO RE 
XB πιᾶχαετ;, Tla) 的 近似 值 和 相应 的 极 大 方向 a*, 在 56.3 中 我 们 
曾 利 用 过 这 个 思想 . 

HERRESTA g 维 子 空 刘 上 且 了 > 1 Ef, e 由 一 个 pxg 
AR ARRE. H XAET N x q 阵 ， 框 应 的 投影 指数 成 为 
KA) = H(XA). X HB A RAB. TAB E A €O(p,q) 这 里 


O(p,q)) = (U:U:pxq, UU =H} (6.6.1) 


Æ Stiefel fk FE. BR. =i p — a, O(p.q) = Ο(ρ). 车 我 们 打算 用 
SNTO 在 O(p,q) 中 来 寻求 最 优 的 Α", 则 我 们 需要 一 个 方法 来 产 
生 一 给 矩阵 ， 它 们 在 Olp a) 上 均匀 散布 , 即 为 O(p, q) 的 NT-net. 

在 O(p, q) 上 生成 一 个 NTrnet 的 最 简单 的 方法 是 用 下 面 的 定 
理 ， 它 是 (2.2.23) 的 推广 . 


定理 6.3 MAIER X 在 O(p.q) ΕΑΠ. Hd XA 
个 随机 表示 


xiv), (6.6.2) 
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此 处 了 ETME HRA iid. 每 一 元 素 管 服从 标准 正 κ 
态 分 布 N(0,1), ΒΗ Y 有 一 个 REDD A Npa i Oy), 其 中 
A ἘΠ A ΗΕ ΑΣΕ ΑΒ. | 

定理 6.3 BWEBH LA JF RES SK SR EE ((1990), 101 页 ). tr A= 
(αι, … ,Qo) 为 一 个 p x q 矩阵 .定义 一 个 pg BRE 


vec(A) = Ë | (6.6.3) 
ας 


此 处 "vec" 可 以 理解 为 一 个 算 子 . 显然 车 vec(Y) ~ NQQO. Da) 
Hj, Y — N,x4(0,1, 91,). 由 (6.6.2) 我 们 建议 下 而 的 算法 : 

第 1 步 在 Cr? 上 生成 一 个 NT-net (ex, = 1,… ,nj, 再 由 
以 前 介绍 的 方法 (84.2) 即 可 得 N;,(0,Z,,) 的 一 组 代表 点 {9 k = 
1,:-:, n), 从 而 得 到 Nox gO, 2,08.) 的 代表 点 集 (Yu k =1,--- 2}, 
HE vec (Yi) = we, k = Τρ" χπ. 

第 945 Hal O(p,g) 上 的 一 个 NT-net 


Pr = (X, = YY Ην) 2,4 = 1,--- ,n}. 


这 个 算法 很 简单 ， 但 当 m 小 时 ， Pr 在 O(p,q) 上 的 均匀 性 并 不 
3f. O(p,q) WHERE dp = pq — alg + 1)/2. 我 们 用 pe 个 自由 
度 的 变数 去 生成 一 个 dpa 维 流 形 ， 浪 费 了 σία} 1)72 个 变数 自由 
BE 这 是 导 至 pr 的 均匀 性 不 好 的 原因 . ᾿ 

方 开 泰 与 李 润 泽 (1993) 建议 了 另 一 个 仅 用 ἄρα 个 变数 的 方 
法 ` 

事实 上， 个 相互 正 交 的 投影 方向 可 以 依次 决定 如 下 : 任 取 
a; € Uy, 考虑 αι 的 (p — 1) 维 正 交 补 子 空间 ， 在 这 个 子 空间 中 
ΕΕ: ot, 它 相 应 于 R? 中 的 一 个 向量 a, € Up 然后 考虑 aie, 的 
(p— 2) 维 的 正 交 补 子 空间 ， 在 该 空间 里 取 aS, 它 相应 于 ΒΡ 中 的 
一 个 向 量 as CU, 如 此 下 去 ， 直 至 a 个 方向 本，…… ας 被 依次 决 
SAE 例如 当 p= 3,q = 2 时 ， 我 们 在 Ui PER 四 .现在 四 
的 正 交 补 子 空间 是 一 个 二 维 平 狂 ， 在 这 个 平面 上 取 方 向 as, CR 
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ET RPA e € Us, 于 是 {0,1} 是 Rš 中 的 一 对 相 
互 正 交 芍 方 向 ， 由 (1.5.27), αι 由 两 个 角度 φι 和 ὁ; 决定 ， 四 只 
由 一 个 角 és 决定 ， 因 此， 如 果 在 Co 上 选 一 个 NT-net, 那么 利 
用 (1.5.27) 和 上 上面 的 算法 , 我 们 可 以 得 到 一 个 在 O(3, 2) ΕΑΠ ΒΕ 
布 的 矩阵 ， 为 了 获得 一 个 有 效 的 算法 , 我 们 需要 解决 如 下 两 个 问 
题 : 

(a) 对 任意 给 定 的 上 个 相互 正 变 的 方向 (a1, a}, MRE 
们 的 正 交 子 空间 RA t? 

(b) 对 任 一 个 在 ΠΗ" μη ΠΒ at, mdp deos Br 中 的 
一 个 向 量 ? 

有 趣 的 是 , 这 两 个 问题 能 够 用 矩阵 代数 中 的 所 谓 的 Givens Œ 
换 满 意 地 获得 解决 


6.6.2 Givens 变换 
3E X, 6.1  — pr] Givens SK 是 一 个 形 如 


Gi; =G (Ó) 


lii 0 0 0 Ü 
Ü  cosój 0 — Sin $i 0 
= D Ü lau D D 
0 sin bij 0 cos $i 0 (6.6.4) 
0 0 


B) EXE E RE, 其 中 š < g, Bis € (-5. Ξ t 
4 U = (uj) 是 一 个 p xg 阵 ， 则 除了 第 i 和 第 j 行 之 外 
GU = (u) FLU GERI HIA. WOU 的 第 i 和 第 了 行 成 
为 
tik tiik COS Pij + tjk sin Pijs ` 
k—1, yg. 
utk = — Uik Sin bi; + uj COS $5, 


T uj, = 0, WA unsin piy = uj cosdi;, 从 而 


.一 7/2, f ai; = 0, 
Jij = { arctan (uj; /uji), 其 余人 情况 (6.6.5) 
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今后 ， 我 们 取 如 5 人 < 1), 其 中 Φε; 由 (6.6.5) 给 出 ， 即 u$; = 0. 因 
Jb. Gy 可 视 为 一 个 矩阵 算 子 . 
HET Givens 惩 阵 作用 于 一 个 矩阵 A. e us 列 ， 除 一 


个 元 素 外 ,其 它 元 素 全 为 零 . 例 如 , 当 区 < U(p, g), GG ιο 
的 第 一 列 的 元 素 除 了 第 一 个 元 素 不 为 零 外 ， 其 UA XS. EH 
T UU = L, 故 第 一 个 元 素 必 为 +1. 

AA (Cip G12 € O(p.a), 我 们 有 


o =G, Gyo 一 ( v.) (6.6.6) 


其 中 s = +1,U9) — U R U, € O(p— 1,q — 1), 类 似 地 ， 对 于 
t= 2,3,---,¢ 


ο Ü πι 
ας: σεις (s y, ) Pe ` 


此 处 [LATET € O(p — t, q — t€ 一 diag (si --- ει) É Ej = +1, j 一 
lee jT. EE 


E eG, UU = (2 (6.6.7) 


ELIT REEF HAMLA TF Anderson, Olkin Underhill (1987) 
的 定理 . 
定理 6.4 任何 加 e Ofp,g) STUER 39 


= Go CGn Gap) Coa m (a). (6.68) 


ΜΕ ει = diag(ei yeah 5j = +L, j =1,--- νη; Æ Gu Ἂ Givens 
ΕΕ, —n/2 < by < n/2, PÉlee if; j 一 全 十 二 | Pp. 特别 ， 当 
p = q, U 35 $9 Xm 

U = (Gil Giph (Gag - --Gap) --- (G, 1,6. (6.6.9) | 
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定理 6.5 MEPL U E Opol < p) 上 均匀 分 布 . 
JU XR BJ BB HL3 S (6.6.8). 则 

ες. leog j= l, =1,… ,qy AH 
HUW; BR óG =, q j= l, p i<j)E e;G = l g) 
相互 独立 - 

(ü) Ple; = 1) = P(e; = -1) 205,4 = 1," να 

(iii) ó;; 的 联合 分 布 为 


P P p 
c Π cos’? diz Π cos! ^? ds; | --- II cos! * daz | , 
j=ł j=3 了 一 9 十 1 


(6.6.10) 
此 处 c 为 正则 化 常数 . 

如 果 我 们 直接 用 定理 6.4 与 定理 6.5 及 道 变换 法 来 生成 Do ο) 
上 的 一 个 NT-net, 则 需 很 长 的 计算 时 间 来 寻求 F; By (或 其 近 

49), 此 处 cdf F; @ pdi. 

1 

p; (e) = ΕΕΣ t) 
0, 其 他 情况 . 


我 们 已 在 543 讨论 了 这 个 困难 并 推荐 使 用 TPWW 算法 来 生成 
U, 上 的 一 个 NT-net. 这 个 方法 不 涉及 Fy ORES. 事实 上 ， 
TFWW 算法 在 目前 情况 是 可 以 用 的 ， GU ~ U(O(pa) 的 
每 一 列 吕 服从 U, 上 的 均匀 分 布 (IERS KERE (990). 18 
U = w) M Vi = (αμ. σος μι) mios 
EGR w. 所 以 w — U(U,). HZ, Vi BEM οι BE. 因 
此 ， 车 我 们 能 够 生成 mu = U(U), 则 得 Vi. 由 Wi 的 定义 可 得 


vii = ει €08(01,) cos(81,, 1) -- cos(813). , 


cos? ? (d), 3 — x/2 < @ < x /2, 


| {6.6.11) 
Vip-1 = £1 cos(61,) sin(8; V. 1) 


Ulp El sin(8,,) 
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此 姓 = fei vig)". A 77/2« δη < 7/2, 我 们 有 1 =sign (vi1), 
JA sign (-) RRA p. 如 果 我 们 用 TFWW 算法 生成 o, HI 
可 以 用 (6.6.11) 得 到 V4. 进而 言 之 命 

y1 = v/v = ctg (P12), 

ya = 00/01. = Simn( 内 2jctg (£13), 


(6.6.12) 
Yo-1 = ,pif Wp = sin(@1,p-1 )ctg (fip), 
Yp = U]p = £1 sin(61,) 
EÉz-lz-sin4i-l,p. 我 们 可 以 递 推 地 计算 
Zp = sin Py = Ει}Ρ, 
6.6.13 
z; = Sizigi/ 1— Aa sigm(z;+1), i-p-—1,-:-,2, | ) 
因此 我 们 可 以 将 cos (87) 829 
cos(6;,) = Vj-1zj/2j—1; j-2,,p (6.6.14) 


将 cos(8,,), sin(6;;) 5 ει 代入 Vi. 我 们 可 以 将 V. TRER 
Vi(i, 1) = vi, i=l, ,bp, 
V (k, κ) = Uk—12k/ Zk—1, k =2,-:  ,p, 
Vi(hk)—-0 3<k<i<p-l; (6.6.15) 


k-2 
Vill, k) εκεινη, isi<k<p 
4551 


类 似 地 ， 我 们 记 


| 1,90 0 
Vi = Grk Gop) Ὁ e 0 |, k—2,-ug 
š ο 0, 


并 将 V, 的 元 素 用 一 个 在 Upe E3953 2t d EO κ ΕΠΕ. 
最 后 我 们 得 到 l 


E TEL 


υ--γι,.-. γεν). 
基于 上 述 讨论 及 TFWW Wk. 方 开 泰 与 李 润 泽 (1993) 建议 


了 一 个 在 O(p.q) 上 生成 NT-net 的 算法 . HINARI 
均匀 度 或 计算 时 闻 来 说 ， 结 果 都 是 很 满意 的 . 


习题 


61 4 X~ Ga(f,X) AZ (2.6.1) PERMA, ἘΠΕ ΗΠ 
FEE JA i σα(β, A) 中 抽取 的 一 个 样本 


1.5128 17.6464 22.1419 8.9765 5.5807 
9.6622 6.8015 2.0317 5.5333 4.3420 
12.8354 12.1527 7.5309 22.2337 2.2453 
4.4472 17.0835 20.2310 5.7031 11.6051 
7.5139 3.6220 11.4734 5.2327 . 3.9192 
11.5441 15.7105 9.8498 9.0798 10.8728 
3.8403 3.3202 2.8350 6.0044 9.4557 
9.3823 T.1123 19.4210 3.7043 -13.5312 
12.2513 | 18.0835 10.0428 8.6268 11.6838 
10.8290 10.2125 23.0184 5.2033 11.8362 


(a) R BM A ΑΙ η δ᾽ 和 X°. 
(b) AH 6°, A* Άι SNTO, s: 8 Al À fJ K'ANAS AIT. 


62 4 
984 562 476 1208 870 
562 391 324 734 51? 
E= | 476 324 299 542 437 
1208 734 642 1535 1079 
870 S17 437 3079 τττ 


X X d Cholesky 18. 
6.3 试用 例 6.3 所 列 的 数据 集 回 答 下 面 的 问题 : 


^ 968 : 


(a) 利用 统计 量 Spanax A Kima RR m = (X1, X3, Xs, X10? 
的 多 元 正 态 性 . 
(b) EE (a) PHARBES. We 能 够 认为 来 自 于 一 个 正 
AB Νιίμ,Σ). SH a RLE PB FE μ' AE". 
(c) 利用 SNTO 和 (i, È’) Re AME HRAT Aw Ê. 

6.4 用 例 6.5 中 的 数据 集 , 对 于 下 面 的 三 元 素 子 集 {Χι, XX}, 
{Xi X2, Xah (X1, X3, X4) 与 (X2, Xs, Χι} 检验 它们 的 多 元 
Ed. 

65 用 一 个 Us 上 的 NT-net, 对 于 有 投影 算法 的 最 小 体积 椭 球 估 
计 ， 写 出 一 个 计算 程序 . | 

66 写 出 生成 具有 随机 表示 (6.62) 的 O(p,a) 上 NT-net 的 计算 
RH. | | 
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ή 录 A 
gp RAK 


Al 具有 大 的 gp 集合 


以 下 12 张 表 的 数据 基本 上 取 自 华罗庚 与 王 元 (1981) HË 
"Applications of Number Theory to Numerical Analysis, Springer- 
Verlag and Science Press". fE3XCX Springer-Verlag 允许 他 们 将 
这 些 数据 置 于 本 书 中 表示 感谢 . 在 这 些 表 中 , 生成 矢量 (n; hi1,…， 
h,) RA hi = 1, 而 对 应 的 gp 集合 则 有 形式 

k—0.5 [hgk — 0.5 hak — 0.5 

(sas (Ecos). (MEM) chew 
华罗庚 与 王 元 (1981) 原来 表 中 的 Win, h), Wa(n,h) 5 p(n,h) 则 
被 略 去 了 . LU FW ESE TIPS HOETUL. PEETA 
的 概率 与 矩 ， 及 用 于 最 优化 . 


RAL s= 2(n =Fm, hi = 1, ha Εῃι- 1) 


5 8 13 21 


[| ss 5| 
σσ 6765 [10,946 |17,711 |28.657 |46,368 |75,025 
Γοιο] osr] 1507| ssed[siei| 6708| 10,986] 17.712) 26,057] 26,368 
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1626| 1958 5066 
600 


| 4044 
456: 400 580 
8191 | 10,007 | 20,039 | 28,117 | 39,029 | 57,081 | 82,001 | 140,052 | 314,604 
739 544] 5704|19,449 | 10,807 48,188 | 21,252| 34,500| 77,723 
ΜΜ 8600 | 26,871 | 21,101 112,313 | 252,365 


RAS 54 h --: 


- HE Aada 3—5, hi=1 


4302 
了 715 


2128| 3001] 
al 408 
833] 1409 568 117 
1705 | 1681 | 3095 | 3593 


184| 1964! 1620 


374,181 
343,867 
255,381 
310,881 
115,892 


11,327 
11,254 
12,076 
18,677 


32,133 | 44,672 
17,866 | 45,346 
21281] 7044 
82,247 | 14,242 


100,063 
43,307 


114,174 
107,538 


285,095 


15,440 | 88,018 | 233,344 
39,114 | 15,543 | 41,204 
43,534 | 80,974 | 214,668 


29,955 


56,747 | 150,441 


37, ο 35. 571 


957,838 
931,711 
854,041 
726,949 
553,900 
339,614 
89,937 


450,265 
412,730 
351,310 
267,081 
164,124 
43,464 


748,528 
686,120 
584,024 
444,998 
272,843 
12,255 


135,691 
83,197 
22,032 


| 272 + 


71,053 


3888 
3564 
3034 
2311 


82,217 
75,364 
64,149 
48,878 
29,069 


53,211 
12,386 
27,873 
56,528 
16,417 
17,628 


11,215 


34,595 | 100668 | 


4344 
58,492 
29;291 
60,031 
10,486 
22,519 
60,985 


159,053 
60,128 
101,694 
23,300 
43,576 
57,659 
42,111 
85,501 
93,062 


167,459 
153,499 
130,657 
99,554 
61,040 
18,165 
138,308 


As 


33,139 


16,181 
6721 


172,155 
167,459 
153,499 
130,657 
99,554 
61,040 
18,165 | 
138,308 
84,523 


60,759 
26,413 
24,409 
48,215 
51,048 
19,876 
29,096 


450,265 | 748,528 
412,730 | 686,129 
351,310 | 584,024 
267,681 
164,124 | 272,843 

43,464 
371,882 | 618,224 


931,711 
854,041 
726,949 
553,900 
339,614 

89,937 
769,518 


228,245 
209,218 
178,084 
135,691 

83,197 

22,032 
188,512 


s=9, Ay =1 


42,570 | 46,213 | 57,091 


41,409 8871 | 20,176 | 26,454 
37,957 | 40115 | 12146 | 13,119 
32,308 | 20,065 | 23,124 | 27,174 
24,617 | 30,352 2172 | 17,795 
15,094 | 15,854 | 33,475 | 22,805 

3997 | 42,782 5070 | 43,500 
42,339 | 45,665 
36,122 | 49,857 


462,891 | 769,518 | 957,838 


228,245 ; 450,265 | 746,528 | 931,711 
209,218 | 412,730 | 686,129 | 854,041 
178,084 | 351,310 | 584,024 | 726,949 
135,091 | 267,681 | 444,998 | 553,900 
83,197 | 164,124 | 272,843 | 339,614 
22,032 72,255 | 89,937 
188,512 | 371,882 | 618,224 | 769,518 
115,204 | 227,266 | 377,811 | 470,271 


"n 


hs 


> 214 


X Ao 


13,384 

4215 12,579 
3889 11,337 
2304 9631 
2570 7492 
1702 4961 
715 2084 
4289 12,502 
3122 9100 
103,661 115,069 


57,831 
80,987 
9718 ' 
51,556 
55,977 
37,354 
4353 
27,595 


hz 45,681 {ἱ 65,470 


650 
95,039 
77,293 
98,366 
70,366 
74,605 
55,507 
49,201 


s= 10 Ay =1 


22,290 
20,090 
17,066 
13,276 

8790 
| 3692 
22,153 


130,703 


84,709 
853,373 - 
17,385 
5244 
29,008 
52,889 
66,949 
51,906 


110,363 


54,030 
48,695 
41,366 
32,180 
21,307 

8950 
53,697 


155,093 


90,485 
20,662 
110,048 
102,308 
148,396 
125,399 
124,635 
10,480 
44,198 


35,345 

3864 
54,821 
74,078 
30,354 
57,935 
51,906 


805,098 


790,101 
745,388 
871,792 
570,685 


443,949 
293,946 
123,470 
740,795 
539,222 


X A10 s=11, ji 一 1 


18,587 24,076 297,974 
294,481 
284,041 
266,778 
242,894 
212,068 
176,456 
134,682 
87,835 
36,464 
279,147 
698,047 1,243,423 2,226,963 7,494,007 
685,041 1,228,845 2,200,854 7,354,408 
646,274 1,185,282 2,122,833 6,838,211 . 
582,461 1,113,244 1,993,814 6,253,169 
494,796 1,013,577 1,815,311 5,312,043 
384,914 887,449 1,589,415 4,132,365 
254,860 736,338 1,318,777 2,736,109 
107,051 562,016 1,006,567 1,149,286 
642,292 366,527 656,448 6,895,461 
467,527 152,163 272,523 5,019,180 
284,044 1,164,860 2,086,257 3,049,402 


35 A.11 s= 12, 13. 


52,703 78,523 


14, Ay = 1 


294,48) 


1,243,423 


1,228,845 
1,185,282 
1,113,244 
1,013,577 
887,449 
736,338 
$62,016 
366,527 
152,163 
1,164,860 
920,477 
865,302 
402,327 


18,096 50,834 73,810 284,041 
18,996 47,745 | 69,924 286,778 
15,475 43,470 63,118 242,894 
13,549 38,061 55,264 212,668 
11,242 31,580 45,854 176,456 
8581 24,104 34,998 134,682 
5596 15,720 22,825 87,835 
2323 6526. 9476 86484 
17,785 49,959 72,539 279,147 
14,053 57,320 220,583 
10,158 41,430 159,433 
25,054 | 96414 
2,428,705 14,753,436 19,984,698 
| 
2,100,231 14,580,465 19,750,396 
2,315,141 14,063,582 19,050,238 
2,174,435 13,208,845 17,892,427 
1,979,761 12,026,276 16,290,543 
1,733,402 10,529,739 14,263,366 
1,438,245 8,736,780 11,834,661 
1,097,753 6,668,420 9,032,903 . 
715,016 4,348,908 5,890,941 
297,211 1,805,439 2,445,619 | 
2,275,252 13,821,268 18,722,002 
1,797,913 10,921,619 14,794,199 
1,299,495 7,893,924 10,692,946 
785,841 A,TT2,681 6,466,329 


34,248,063 


33,846,536 
32,846,662 
30,662,508 
27,917,337 
24,443,334 
20,281,228 
15,479,816 
10,095,390 

4,191,077 
32,084,164 
25,353,030 
18,324,655 
11,081,440 


Wore 


nr 


35 A.12 


62,768 
58,283 
52,867 
46,559 
39,405 
31,457 
22,772 
18,412 

3445 
63,806 
52,844 
41,501 


4,364,102 
4,269,316 
4,112,097 
3,993,578 
3,615,335 
3,279,371 
2,888,108 
2,444,365 
1,951,338 
1,412,580 

831,972 

213,606 
3,957,985 
3,277,986 
2,574,365 
1,852,197 
1,118,683 


8 = 15, 18, 17, 18, hí = í 


139,489 1,139,091 


138,484 
135.478 
130,487 
123,553 
114,724 
104,063 
91,647 
77,566 
61,921 
44,825 
28.401 
6781 
125,597 
104,019 
81,691 
58,775 


35,435 - 


14,271,038 


1,131,480 
1,106,904 
1,066,142 
1,009,487 
937,347 
850,242 
748,799 
633,750 
505,923 
366,239 
215,705 
55,406 
1,026,186 
849,882 
667,455 
480,219 
289,522 


14,168,215 
13,860,486 
13,350,069 
12,640,642 
11,737,315 
10,646,597 
9,316,347 
7,835,718 
6,335,088 
4,585,990 
2.701,027 
693,780 
12,849,750 
10,842,098 
8,357,710 
6,013,224 
3,625,352 


2,898,094 
2,323,761 
2,200,720 
2,030,234 
1,814,052 
1,554,392 
1,253,920 

915,717 
` 543,256 

140,357 
2,134,112 
1,883,011 
1,214,641 

733,806 


55,879,244 
55,476,633 
54,271,700 
52,273,127 
49,495,314 
45,958,274 
41,687,493 
36,713,742 
31,072,856 
24,805,477 
17,956,764 
10,576,061 
50,314,090 
41,669,876 
32,725,430 
23,545,197 
14,195,319 

2,716,545 
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A.2 Rd n 的 sp RA 


TAF Be, PAD π, 给 出 具有 天 = 1 的 生成 矢量 (n; hi,-…， 
h,). 选取 生成 矢量 所 用 的 蕉 则 为 (MSE). 所 以 ， 这 些 表 特别 适用 
于 试验 设计 ， 这 些 表 是 圳 克海 算出 来 的 . 用 其 它 准则 得 到 的 生成 
矢量 可 以 在 第 五 章 中 找到 . 


X A13 5-32, hj = 


: BODIES 
EEREJERKSKSERESESE RN AE RE 


$ A.17 8-6, hi = 1 


η πας 


4 13 4 18 
5 14 b 19 
8 18 8 | -20 


€X A21 


σι ja e δ. aja κα Gto ax g 


= 
- ob 


© A.22 


s= 10, 11, 12, hí = 1 


ao a ο Blo o vc uw» οι wo 


m 
[^1 


ος 


8 = 13, 14, 15, Ay 1 


329 


29 


2 3 4 6 

2 4 5 7 8 10 14 16 
2 3 4 8 7 8 9 12 
2 4 5 7 8 10 14 16 
2 3 4 8 T 8 9 12 
2 4 5 7 8 


16 18 f 
18 19 3ο 25 

14 10 18 19 34 
18 19 20 25 38 
14 16 18 19 
16 18 


附 录 B 
在 区 域 D 上 的 积分 和 均匀 分 布 


命 隔 为 s 维 空间 上 的 有 和 界 闭 区 域 ， 考 虑 在 其 上 的 一 个 多 重 
积分 
r= Í g(21,::- ,2,) ἆσι --- de,. ` (B. 
D 


将 X3. 07] Te 通过 一 个 一 对 一 变换 ， 变 为 新 的 变量 Vly ds 


mi Ans.) 
T (B.2) 


Ts = fn. "tt Yo), 


其 中 f; 为 连续 可 微 冰 数 ， i = 1,.… ο. PREM 2 = fe) δὲ 
y — f (s). Əz/0y 的 行列 式 的 绝对 值 记 为 


J(g—y)- det (Sen) 


Was" Ya) 
a δα, 
ðn ` 85 
-det| : : ， (B.3): 
ay, UC Oy, * 
它 称 为 > Hy 变换 的 雅 可 比 ， 现在 (8.1) TREX κ 
了 一 Jiz 一 . 
J ste wa, E 
其 中 
D" = Iy: g = f 1(z),= £ D}. (B.5) 
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IR, Ay 的 数目 为 了 < s, BU 


z1 = Áh(yic νε), 
m (B.6) 
Ta 一 ΜΟΝ tt M), 
这 时 公式 (B.4) 仍旧 成 立 (华罗庚 (1984), 第 八 章 ), 但 
J(z — y) = det TP), (B.7) 
zi ar, 
Oy, ^^ O5 
T- : : (B.8) 
δει δα, 
By ^ — Oy 
令 随 机 矢量 α-(Χι,...,Χ,}}1: LWA, ΠΙ ek pdf 
为 
I/D) Weed, 
= το B.9 
p(s) | o, EA, (8.9) 
其 中 l 
v(D) - f. «ία — y) dy (B.10) 
是 D 的 体积 .考虑 变换 κ 
AL ον Y t=1---,8, tz 
BU Y, ,的 密度 为 
1 
ap) —+ β). 
BERERA tt- SLE SE p $$ Be qa, BD 
1 : | 
nD — y) git (Β.11) 
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则 我 们 能 断言 

(a) Yi, Y; 相互 独立 ; 

(b) Y; 的 密度 是 piu) j = ντι νὰ. 
现在 ,我们 将 运用 上 述 一 般 理 论 至 DD = As Ba Un Va 和 T, Z fü 
J. 


B.1 区 域 A, 


考虑 积分 
n= fes, (8.12) 


其 中 
Ag = σαν a): OS ay E 02 S < z, € 1) (B.13) 


由 (1.4.5) PBX. > ο--αι(ϕ) TuS 


σι = bide `` ` be: 
ο = $a * bs, 
I (B.14) 
Ἔα-.1 一 ó, 14, 
Ta 一 Pas 
E é= (d, o) € O°. 该 变换 将 C ES A, + 
Ox, I 
T= (ο) =)  &i-iege 
BRT, 是 一 个 下 三 角 阵 ， 变 换 的 雅 可 比 为 
A ($) = det (Ty)4 = trites--+ taa = Π55 
= ($2 (ga (6200) 
= [[é£7. u (B.15) 


i=2 
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AE, 81118 , 
© h= Í Se) [] 2a. (B18) 


#=2 


特别 当 了 = 工时 我 们 有 


«nf a= f [Jsi a$ 


Ca 一 了 


一 IT/ oi! dd; = 1/81. (B.17) 


t=1 


4 z-(Xso X) 在 A, ΕΔΕ, MU = 9 pdf 为， 


考虑 变换 (B14), W 内， 4, io Qr dr πε ON 


51m ($).69 = Tle = [Gat 


i=2- f= 


Ded 
(a) d, t Ps 相互 独立 
(b) é; 有 pdf. 161,1 < xs, 从 而 有 cd 了 


D, $ «c0 

F(ó)—-4, Οκός]1, (Β.18) 
1, ϕ » 1. 

Β.2 区 域 B, WU, 


令 Β.Π, 是 Π' 中 的 单位 球 和 单位 球面 ， 即 
B, {έδινε ee) apts +23 <1} (B.19) 


+ OB4 > 


和 
U, = (21, αν) sat o0; 1}. (8.90) 


考虑 积分 
s= f f(x) ἀκ 
作 球 坐标 变换 = = zs (6) 如 下 


zi = φιοοβ(πφο), — 


£3 = $1 sin(TÓ2) cos(és), 
(B.21) 


Teal = 和 sin(762) --- sin(vó, 1) cos(2w,), 
z, = $1 sinire) - -sin(mó, ι) sin(27¢,), 
其 中 $= (1,… ,$s) € C”. 该 变换 将 ο RRE B, RRR 
变换 的 雅 可 比 ， 下 面 的 方法 很 简单 ， 它 基于 如 下 的 引 理 . 
引 理 B.1 # . 
[ú= (x: Zab 


32 = fagi, σον" tt sin); 


Yn 一 Jalti y alin), 
hj Gi » Vn) 一 (ri, ,Tn) BERT Ho 


ο gs) — msnm) 
(B.22) 


证 明 6 f 
ofi 
一 一 < 
tas = | on; EL 
0, š > j, 
of, . 
By;’ j σε, 
$9731 i=j, 
0, j > z, 


T = (ty) G = (giz), de = (πι, day)’ 及 dy — (di, ο, dyn)’. 
H T = funes ΠΟ 5 Enh Yi 的 微分 为 


8f - δή 
-Y y; ο T > Be, 7" 


一 一 3377 * S tis da jy 
j=l pat 


an 
Gdy 一 Tdx 5 dy= G Tae. 


因此 ， 雅 可 比 为 
Jy + 2) = [det (GT = | det (G”1)|+ | det (DL... 


因为 G L-fAM. Αχ LK G7 也 是 上 三 角 阵 , 对 
角 元 素 也 为 1, 从 而 det (G7?) — 1. 注意 个 是 一 个 下 三 角 阵 ， 由 


Of) 


ο" 


得 引 理 之 结论 ， 
令 应 用 引 理 B.1 到 (8.21), 将 指出 


| Jig) = J(z — 4) = 25*-1gt7i li sin* t (mé). (B.23) 


Sx p. 我 人 有 Ἢ 
a—1 | 
αὖ = gå ( 1] sin*(w4i)) six? πό), 


ind 
s—1 ` 
x2 + 22 = 1 II sin (σφι), 
i-2 
z3 + ` + ας = #1 sin? ($o), 
f s? +--- +22 = gf. 
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由 引 理 B.I 得 


#—1 
J(z, — 办] = 2z(é2/o,) Π sin?(r¢,) sin(274,) «os(229.), 
i=2 
: a—2 
J(z-1 Ba) = v(91/z. ι) [ | sin?(76:) sin(rg,_ 1) cos(nd, 1), 


$2 
«(σα 一 $2) = a(ó1/22) εἰπ(πϕχ) οοϑίπϕο), 
"(αι $1) = φι/ σι, 


因此 


8 8—1 
Jle) = [] Jes > δν) = 277 6£? 1] sin (v6) 
- i—2 


t=1 


从 而 完成 了 (B-23) 的 证 明 . 
由 (8.23) 得 


B=/ fee 


， s—1 
ο ο Πο ο 
|. κα. H (B.24) 


”特别 ， B, 的 体积 为 
f 1 s—1 αἰ : E 
v(B,) = ie f ot! dé Ir / sin? (agi) dé, 


cUpG M 


其 中 用 到 对 任意 正 整数 m 有 


1 . 
` m _ 1 1 m+1 
f sin" (xr) dz = -B(;. 2 ) 


Q 
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因为 


2 2 m + 2 
r(*57) 
£ 1 
所 以 有 
95 2/2 _ 
v(B,) — TGA (B.23) 
+ z= (Xi X 在 B, 上 均 针 分 布 ， 出 = 的 p.d.f. 4 
sT'(s/2) ; 
BU" ER, 
在 (B23) PR 向 ，… ,6s 的 pdt 为 


4-1 
palmae) DD = 21872331 TT inttr) 
. i=2 
πμ et 3 
ο οό). 
i=2 B(s. 2 ) 
1ὰ ΕΠΗ 
. (8) disc TM 相互 独立 ; 
(b) di # pdf 
t a-l 
nm@={ ° πρ (B.26) 
A (2 < š < š — 1) 有 密度 
. rsin š (m) : 
σπα τρ στ # O< @<1, 
P(e) = B(3, ο. (B.27) 
0, HR, 


以 及 Pa in U(0, 1). 
现在 我 们 来 处 理 积分 


h= / θὰ, 


这 里 ἂν U, 的 体积 元 ， 作 球 党 标 变换 s=) 如 下 


δι = cos(z1), 
“tg = sin(74) cos(rés), 
| (B.28) 


站 sl1 = sin(7$1) ttt αἰπίπφ, 2) cos(2w, 1 ), 


z, = sin{wd,) - --sin(ó, 2) sin(2d, 1). 


我 们 要 指出 x 到 φας BR BJ sË H HS 


s—2 
Jg(@) = det T)? = 25*71 | [5in^77! (563. (8.29) 
: : i=1 
当然 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 直接 计算 det), 但 是 ， 下 面 的 方 
法 似乎 更 为 简单 ， 首 先 ， 令 l 
f m=, t=1,---,8-1, 
ελ... 


a= (52) ἔ-1,...,6-1, ᾖ-1,.-.ν8- 


ES $ ΒΒ H = αι, —y/=,) 其 中 απ (yi: "t sYa- Y- 因此 
det(H H’)? = det Ta + 3/52)? 
| = det (PP + Py (Py)’/2?)1/, 
这 里 PH (s— 1) BERRA Py = (ilyl,0,--- ,0) 和 


det (HH')/? = det (T, _, + diag (lil2722, 0, - -- ,0))1/2 
= +ww( ww] Οἱ 22 =1-yy) 


= 1/(1 ~y)? = 1/lz,l. 


由 (8.4) 和 (Β.Τ) 得 
B= / LL / NE 
m, = +,/1 - ys. 
对 y E (B28) 中 的 前 s— 1 个 变换 , 它 将 CT! MR Bi Bl 


yı - cos(mó), 
Ye = sin(xé1) cos(1é), 


Ys_1 = sin(f44) -- - sin(1ó, 2) sin(2r6"_1), 


其 中 $ = (61.6.2) € C17. REE (JE) 是 三 角 的 ， 故 变换 
HETER κ | 


ὃν, = TY Oyi 
det (55, Je h 8$; 
T in ll sin? -2(πφι) )sin(2n$.- 1) 


= Jy (say). 


με, 
B= / — fü) Az. ἀφ, (B.30) 
Gael f 
其 中 


Ales = = 24271 HU sin’ 7771 (md) 


j=l 
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是 欲求 的 Js(é). “ἡ f=1 时 ， 从 (Β.30) 我 们 得 


s—2 . 
v(U,) = / 27771 |] sin’? (9;) d$; 
(1-1 j=1 


3—2 


=2 |] [τ { | sin i-tag) dg] 


j= 


TT fl s-i 
=2 Is. x) 
P 


27r272 
设 == (Xi X) 在 U, ΕΔΕ, ϕφ-ίΦη...,ὀν 1) f 
(B.28) 所 定义 ， 由 类 似 地 处 理 U, 的 方式 我 们 获得 
(a) 内， de HERY 
(θισ{ςς5-τ) 有 pads. 
T 


p; ($) = BG, S) sin*^"(z$) Οςφς1. (B.32) | 


在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 要 讨论 在 (B.27) 和 (Β.32) 中 出 现 的 
Ad. | | | 
4 Xm 是 一 个 随机 变量 ， 有 pdt. 


4 m 为 正 整 数 时 ， 有 如 下 之 性 质 : | 

(ὁ) 当 m = 1, Xm ~ (0,1), 服从 均匀 分 布 . 

(b) 9 Z = επ" (πα Χνι) 是 一 非 抽 随机 变量 , 则 Z ~ Bet, 4), 
其 中 右 端 为 贝塔 分 布 ， 其 参数 为 m/2 和 1/2. 

RAR ΜΙΑΡᾺ $sin (rXm) 后 面 的 计算 由 Χπι 反 到 2 时 
Ai A+. 直到 困难 更 大 . 这 里 的 结论 是 对 的 , HEX, 和 Z 不 是 
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一 一 对 应 ， 两 个 X 对 应 到 一 个 Z, 故 讨 论 时 要 分 开 0 < Xm < š 
和 二 < Xm <1 来 进行 ,两 者 合并 时 悦 一 个 2 

事实 上 ， Xm 的 pdf 已 由 (B-33) $H. EER Z = 
sin? (s X,,), 则 相应 的 雅 可 上 比 为 


Jiz — 2m) = [2r sintam) -- 
一 δα. 一 2172， 
由 于 Xm 和 Z 厅 是 一 一 对 应 ， 故 应 将 Xu 分 成 两 个 区 间 0 < 


Xm < i RI i < Xm < 1 来 讨论 ， 它 们 所 获得 Z 的 相应 密度 相 
同 ， 故 Z 的 pdf 应 再 2, 即 


2+ Ἔ T εἴπ c 1 


Ὁ ^ πα zn 
20 


-a οτατι, 


即 Z~ Be(®, 4). 
(c) @ F,(z) 为 Xm HARB ΜΙ F(x) 可 以 通过 不 完 
SABRE. + 


Ed 
Βε(α, β) = / y y) dy, 
a>0, @>0, 0crzXl 


为 不 完全 页 塔 函数 , 及 
Ιαία; 8) = B, (a, B)/ B(a, B). 
| WARREN. 当 0 <x <1 时 ， 有 


Fm (z) 
( 
Γ εἰπ'' θά (0 = x4), 
0 


tole 


` 


me MB3la 


x 
, να 
MI. 
— 
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从 而 得 
(i) O < z < š: $y-sinO,d 


dy = cos 0 dë = (1 — y?)!/? dg 


从 而 
Fale) = Bar Í U Aa) a (=) 
B®, δ) a I 
= 5 [^ ατα — z) dz 
2B(2,1) G . 
1, m 1 
= 3 Tsin2 (x2) (> 5) ; (B.34) 
(ü) š < z <1: 由 类 似 方法 可 得 
J 1 1 m 
Fa (z) = 3 feos? (κα) (s. >) 
1 1 m 1 
一 9 m 2 Tain2 (aa) (Z. 5) (5.95) 


因为 
f(a, ϱ) = 1-— h..(f. a). 


因此 ， 通 过 不 完全 贝塔 首 函 数 我 们 能 求 得 Pas), 后 者 在 产生 
B, 和 U, 的 NT-net 时 是 需要 的 . 当然 ,如果 运 用 $43 的 方法 ， 
可 避免 计算 FQ). f 


B.3 pum V, 3 T, 
令 VAT, 分 布 为 R° 中 的 L- RAM h- RB, En 
ν, = ο Qm): ἐξ 1,... ,3, Στο <a} (B.36) 
ii 
Ν | 
T, = [en g> 0, i= 1,... ,8, Dasi). (B.37) 
i=l 
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考虑 积分 


变换 z = αι(Φ) 


μυ”... (8.38) 


将 Ce PBB V, HE b= (hod) 60". 为 了 应 用 引 理 B1 
至 (B.38), 运用 如 下 的 关系 式 : I 


s 2 fag 
Ta = Ó; Π sin (Ξε), 
7-2 


a-l πϕ; 
see τόν [D (S). 
j=2 


r+ +2, = dh sin? (=). 
1 + bey = Q. 


变换 (B.38) 的 雅 可 比 为 
ο (Φ) 一 IIJG: 一 éd, 
i—i 
Hh 4 2 < í < s 时 


J(z; $i) = éiT sin u3 COS (55) ΠΕΣ (55) 
3 


J(zi — d1) = 1. 


+ 904 。 


因此 


IAB) = (r61) Πο (ZÉ) cos (28). may 


1-3 


和 
u= f SEI a (B40) 


特别 ， 
vv) f n9) 


1 
=f Pit dé 
D 
a 1 
ipi ( TŠ; Ti) ay. 
Ir f sin^7J (3 Jeos( ὭΣ; 
ΜΠΕΗ (B.41) 


令 z= (Xu: Xa) 在 V, 上 均匀 分 布 ， 则 z 的 pe. 为 


! kW, 
v nm 


Xf e FEAR (B.38), ΠΗ $i, ó, 的 密度 为 


s! (é) = 5917! H [ris _ j 4 dsnfe-nn ux cos (΄5) 
这 表明 : 
(8) Φιν. "t. Px 相互 独立 ; 
(b) é; 的 pdf 和 edf 分 别 为 


sort, 车 1-1, 
. xai πό 
pi (m) = { π(α- j +L) ind ti (=) (B.42) 
x cos (1), # 2<j<s 
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Μι 


^, # 1:-1, 
F; (é) = μη (T6 - (8.43) 
satin (TÉ), gases 


其 中 0<6<1l 
考虑 积分 
l; = d 
5 J ze v, 


这 里 dv T, 的 体积 元 FARR m — mudo. 其 中 
s, = T sin? (75) cos? (725), i=1,..-,3—1, 
Le ... (=). 


我 们 来 证 明 该 变换 的 雅 可 比 为 
a-1 nó; πϕ, 
Js(#) = sut! II sin2(s—j)—1 (=) cos (=). (B.45) 


j=1 


从 而 | 
mod FED as. 


首先 我 们 作 好 下 变 接 将 V1 BRET 


ρα, #=1,---,a—1, 
fs 一 工 一 入 一 … 一 名 -i， 


容易 指出 


H- (Zi) = (Z,-1, -l,-1), 1-1 = (1,- zn 


从 而 
det (HH")!/? = det (L-1 1, 43, ,)!7? 
= (1-- 51,3) 7? = vs. 
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因此 我 们 有 
avs f Fiy.1 — ilyllay, 


其 中 i= iiy 是 9 的 h- 模 其 次 我 们 取 (8.44) 中 的 前 
s— 1 ER, ἘΠ Ch RRA Vi BREST (GY 
是 三 角 的 ， 从 而 雅 可 比 为 


. a~} . 
det ESR = II M 


ΠΕΠ 
j=1 2 2 
它 蕴涵 着 (Β.44) 和 (B.45). 
T, 的 体积 为 
v1) = f nea 
í ; : α-ῇ- T; TÓ; 
= gig) sin2(s—j)—2 (στ) cos (ae; 
= well(s — 1i). 
Αα--(Χι,.'.,Χς) ET, ΕΙΠΑ, sE T, LR pdf 


(m) = (s — 1}1/ψ΄5, # z € Τι, 
Pa = 0, RA. 


对 兰 作 变换 (B.44), 则 dns. do 的 pdf 为 
ps (αν (Φ) ) Js (é) 
一 1 ae TT 1 2{a—ji— Š; πῴ; 
μις, (EB) cos ($) 
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X d BH 
(a) 各,… , 0, 相互 独立 ， 
(b) Bj 的 p.d.£. 和 cdf 分 别 为 
pi (8) = v(s — ας == (29) ος (55, 
Os¢<i (B.46) 


F;(d) = sin?) (5), ETES (B.47) 
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89, 148, 266 
{5 38 点 Representative 
point (rep-points) 8, 16, 145, 
171, 179 
W Root 
Cholesky = 152, 232 
πὲ ~ primitive ~ 22 
样本 Sample 
~ KE x ~ kurtosis 240, 245 
~ da dx ~ skewness 240, 245 
dll & ~ training ~ 215 
二 ~ ËJ two ~ problem 256 
38 fF Sampling 
ἐν T or k ~ Latin hyper- 
cube ~ (LHS) 322 
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简单 随机 -- simple random 
- (SRS) 226 
--- 228 

序列 Sequence 
Faure ~ 28 
Fibonacci ^« 55 
P X Fibonacci ~ genera- 
lized Fibonacci ^- 56 
gp ~ 65 
Haber ~ 29 
Halton ~ 65- 
Halton W fy η Pg f -- Halton 
like NT-nei ~ 28 
AR & Halton ~ scram 
bling Halton ~ 65 
好 代表 点 集 0, ~ of good 
rep-points 146 
REAR ~, of rep- 
points 146 
OA d ~ square root ~ 24 
UA Sk ~ training ~ 164 

i Do dE FJ He So SEE 
Sequential algorithm for optimi- 
zation (SNT'O) 8, 104, 106, 232 
RSNTO 108, 121 
SNTO-D 126 

集合 Set 
均匀 将 子 点 — 
equi-distribution ~ 10, 17, 32 
Faure ~ (F--~) 64 
FTA ~~ good lattice point 
~ (gip =) 19, 23, 108, 192 
好 点 一 good point ^ 
(gp ^-) 24, 64 
Halton ~ (H-~) 25, 26, 64, 103 
Halton 型 -- Halton like ~ 
(HL) 54 
Hammersley ~ 27 
Haber ~ 55 
格子 点 ~ lattice points ~ 19 


38 EROR 2 ~ Monte Carlo ~ 
(MC ^) 64 
3 € | Halton ~ scrambled 
Halton ~ (scrambled Hrv, 
SH--) 27, 64 
均 名 散布 ~ uniformly scat- 
tered ~ (NT-net) 16 
好 的 均 名 散布 — well uni 
formly scattered ~ 16 
球 性 Shericity 255 
ΒΕ df Simulation 10, 179 
空间 Space 
# δα ~ parameter ~ 5, 109 
Lebesgue HJ ΜΒ ~ Lebesgue 
measurable ~ 31 
& Ἡ EE Statistic 
Carmer-von Mises W ~ 
Cramer-von Mises type ~~ 250 
Kolmogorov-Srairnov ~~ 13 
Kolmogorov-Smirnov 型 ~ 
Kolmogorov-Smirnov type~ 250 
Neyman ~~ 247 
PP Neyman ~ 248 
Wilcoxon Wo a 
Wilcoxon Type ~ 256 
统计 (HE) Statistics 
JI 时 斯 ~ Bayesian ~ 92, 98 
顺序 ~ order = 83 
求 积 公式 的 随机 族 Stochastic 
family of quadrature rules 93 
Xl yk Symmetric 
difference (SD) 203 
最 大 — maximum ~ (MSD)204 
d$ Table 
Sax B {5 ΠΗ͂ ~~ of 
Critical points of Skmax 243 


Kumar 的 临界 信 ~, 09 of 
critical points of Kumax 244 
λα Ed FRA --, ~ of critical 
points of A, 260 
Τι (πι p) 的 临界 值 ~, ~ of 
critical values of ΤΙ (rt, p) 252 
Talan, p) K Hi FE ~, ~ of 
critical values of 了 2 (n, p) 253 
gl BS ~~, ~ of gipset 271 
UD ~, ~ of UD 190, 194 
ΕΕ ~ orthogonal ~ 188 
UDEM ~ 217, 218, 219 

变换 Transform 
Givens ~ 264 

AF # Transformation 
Box-Muller ~ (BMT) 52, 155 
偏差 不 变 ~ 
discrepancy-preserving 
~ (DPT) 146 
消去 ~ eliminating ~ 133 
~ ASAE BY it Jocobian of ~ 76 
35 W HUE ya -- logistic ~ 90 
Rosenblatt ~ 51 
PR AE d$ ~ spherical coordi- 
nate ~ (SOT) 43, 52, 66, 
155, 158 

均匀 性 Uniformity 30 
设计 的 一 ,~ of design 196 
-- Ἡ PF measure for ~ 30, 202 

变 并 原则 Union-intersection 

principle 240, 246 

Variation 变 3& 
A A ~ bounded ~ 59 
全 = total ~ 80 

Weight tv 92 
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